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المقدمة 


تعرف نظرية العمليات التصاد فية بأنها الجزء الد ايناميكي لنظرية الاحتمال . حيث 
تدرس سلوك غاية مجموعه من المتغيرات العشوائية ( التي تسمى بالعمليات التصادفية ) 
ونرى ايضاً حالة اعتماد بعض المتغيرات العشوائية على البعض الاخر. العملية التصاد فية 
عبارة عن عملية تعتمد على الزمن وتخضع لقوانين الاحتمال . هناك العديد من االأمئلة 
للعمليات التصاد فية في الحياة العملية ومن هذه الامثلة : المسار الذي تسلكه جزيئة , 
خلال حركتها البراونية » نموالمجتمعات مثل مجتمع البكتريا . تردد الجزيئات الممبعئة ' 
من مصد ر اشعاعي » تدفق الكا زولين المتتابع في يلقاء اي النفط وهكذا يكون 
وجود العمليات التصادفية فى الطبيعة بكثرة . نجد العمليات التصادفية في مختلف 
علوم الحياة مثل ؛ الطب . الفيزياء . علم الحيوان . علم المحيطات . الاقتصاد وعلم 
الاجتماع . 


تستخد م نظرية العمليات التصادفية في أي بحث يخص الطبيعة الاحتمالبة 
للظواهر . 
ان هذا الكتاب يهدف الى ما يلي 3 


تزويد القارىء بامثلة عد يدة لمختلف الظواهر الاعتبارية حيث تستخد م العمليات 
التصادفية في عملية تكوين نماذج رياضية لتلك الظواهر . 
تزويد القاريء بمفهوم لاسلوب تكوين النماذج الاحتمالية . 
جعل القارىء مؤهلا لدراسة نظرية العمليات التصادفية من خلال المامه بالاساليب 
الرياضية المستخد مه . يستفاد من هذا الكتاب بالاضافة الى كونه كتاباً منهجياً 
في مختلف المراحل .بأنه يزود طالب المعرفة في هذا التخصص بالمعلومات المطلوبة ٠‏ 
وقد خططت دراسة اجزاء|الكتاب حسب الشكل المجاور وعلى النحو الاتى 
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نوضح في مقدمة الكتاب نبذة مختصرة عن تطور وظهور العمليات التضادفبة 
بصورة طبيعية ودورها الاساس في مختلف المجالات العملية .'نعرف في الفصل الاول 
مفهوم المتغير العشوائي والعملية التصاد فية بالاضافة الى مقدمة حول عملية وينروعملية 
بواسون 


ندرس في الفصل الثاني استخد امات الاحتماللات الشرطية والتوقعات الشرطية من 
خلال دراسة نظرية العمليات التصادفية . نناقش ذ في الفصل الثاني المفاهيم والاساليب 
الاساسية في نظرية العمليات التصادفية ذات العزوم الثنائية المحد ودة وتعريف العمليات 
الطبيعية وكذ لك عمليات التغاير الثابت 68 5]31102817 ععممتيويو0و 

ندرس في الفصل الرابع خواص عملية بواسون وتوضيح استخد ام عملية بواسون 
للحصول على عمليات تصادفية جد يدة بالاضافة الى استخد ام العملية كنموذ ج لتعداد 
الحوادث العشوائية . اما في الفصل الخامس فسنناقش عمليات العد التجديدي 
5 601111111185 دم[ 

ندرس في الفصلين السادس والسابع متساسالات ماركوف ( المتقطعة والممتمسرة 
المعلم, ) عمليات المواليد والوفيات . المشيات العشوائية 
بالاضافة الى تقد يم مجموعة كبيرة من الامثلة التطبيقية لظواهر هذه العمليات العشوائية . 
يحتوي كل بند من البنود على عد د كبير من الامثلة والتمارين والمكملات وان المكملات 
عبارة عن توسيع للنظريات الموجودة في الكتاب والتي يشترط برهنتها . 

سنقتصرعلى ذكر بعض البحوث المهمة ومؤلفيها عند وجود المكان المناسب لذذدلك . 


لايمكن ذكر اسماء جميع الباحثين الذين شاركوا في تطوير العمليات التصاد فية بالرغم 
من توفر المصادر الاصلية لهذه النظرية . 


نقدم شكرنا واعتزازنا لجميع الاشخاص الذين شاركوا في ظهور هذا الكتاب 
باللغة العربية باعتبارة المصدر الوحيد في العالم العربي. نقد مه أمام الدارسين والباحثين من 


ابناء الضاد وشكراً . 0 
ٌ 006 
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دور نظرية العمليات التصادفية 


تشمل العمليات التصاد فية امثلة عد يدة للتطبيقات العملية » فمفلاً العالم الذي يقوم 
بعملية القياسات المطلوبة في مختبرعلم الارصاد الجوية يحاول التنبؤ باحوال الطقس » 
يصمم مهندس انظمة السيطرة الاجهزة الخدمية ( مثل اجهزة الطائرة الاوتوماتيكية او 
سيطرة الثرموستات )2 يصمم المهند س الكهربائي نظام اتصالات ( مثال ذلك الاتصال 
بين المستمعين والمشاهدين لبرامج الراد يو اوالاجهزة) التي ترسل العبارات من نقطة الى 
اخرى -- يدرس الاقتصادي المتغيرات في الاسعار ود ورات الاعمال . يدرس الطبيب 
النفساني حركة موجات الدماغ . ان جميع المشاكل المذكورة اعلاه لها علاقة بالعمليات 
التصاد فية . نوضح في البنود القادمة سبب اعتبار نظرية العمليات التصادفية تخص 
الاحصاء الفيزيائي » ٠‏ نظرية النموللمجتمعات ٠‏ نظرية السيطرة والاتصالات ٠‏ العلوم الادارية 
( بحوث العمليات ) وتحليل السلاسل الزمنية للحصول على التطبيقات الاخرى لنظريسة 
العمليات التصاد فية في حقول الفلك . الاحياء » الصناعةوالطب راجع ( 21و13 
(1902) نيومان سكوت (1939) ). 


الاحصاء الفيزياوي 


0 


تم تطوير عدة اجزاء من نظرية العمليات التصادفية من خلال العلاقة بين الدراسة . 
التغيرات 2 الترددات ( والضوضاء في الانظمة الفيزيائية 
( راجع ([1918] عوعلاءمطءة ,[1900] تعاةسمطعسامصة ,[1905] ) 


تستخد م العمليات التصاد فية كنماذ ج للظواهر الفيزيائية مثل الضوضاء الحراريمة 
»دزمط لددروط 2 في الدوائ الااكت ونية والحركة البراونية لجزيئة موضوعة 


في سائل اوغاز. للزبور 


نوضح المراجع في نهاية الكتاب بصورة تفصيلية . 


ل 


الحركة البراونية : 

عند ما تتعرض الجزيئة المتناهية الصغر الى اصطد امات من جزيئات الوسط المحيط 
بها فان هذه الجزيئة تتحرك حركة مستقلة وفقا لهذه الاصطد امات . تمثل دالة المتجه 
الناتجة (2)0 ,0 ,00 )2 موقع الجزيئة كد الة للزمن وتعرف بالحركة البراونية . 


الضوضاء الحرارية : 


تصور وجود مقاومة في شبكة الكترونية . ان حركة الالكترونات فى المقاومة الموصلة 
ستكون عشوائية ونتيجة لهذه الحركة العشوائية سيحدث تذ بذب عشوائي صغيرفى 
الفولتية 100 عبر نهايتي المقاومة . بطلق على تذبذب الفولتية ()20 بالضوضاء 
الحرارية ( وبمكن اثبات ان قانونها الاحتمالي يعتمد على المقاومة © وعلى د رجة حرارة 
المقاومة المطلقة 7 فقط ). 


الضو ضاء الطلقية : ٠دامم‏ غمطه 


تصبور اإتضال ققلات موجب بمقاومة .ان الالكترونات ستنطلق من القطب الكانود ي 
المسخن وان انطلاقها يكون بصورة غيرمنتظمة لذ لك ستحد ث توليد تباركهربائي 600 
عبر المقاومة وهذا التيار يتكون من سلسلة من النبضات القصيرة ٠‏ وكل نبضة تعنى مرور 
الالكترون من الكائود الى الانود . يطلق على تذبذب اليار ٠‏ 7200 
بالضوضاء الطلقية . 


النماذؤج التصادفية لنمو المجتمعات : 


1105م 
200112411030001 أزن 1 


يتغير حجم وتركيب اي مجتمع بصورة دائمية ( سواء كان ذلك المجتمع كائشات 
حية 2 الذرات في دورالانشطار. اواضمحلال المادة الاشعاعية ) ان العمليات التصاد فة 
عبارة عن وسائل لوصف ميكانيكية هذه التذ بذبات ( راجع ) 


.([1964] تدك ,[1900] 14[ -مطعسضمطةا ,[1900] فاعافسموظ ,[19357] ترعالوتل 
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بعض الظواهر البايولوجية التي تستفاد من العمليات التصادفية في بناء نماذج لها 
() انقراض الالقاب العائلية (11) نتائج الطفرات الورائية والتكوين الورائي في نظرية 
النشوء والتطور (111) توزيع مجتمعات الحيوانات والنباتات () منافسة الوجود 
بين مجتمعين متد اخلين (7) انتشار الاوبئة (71) وظاهرة 10515ءى0< تمده 


الاتصال والسيطرة : 

يوجد عد د واسع من المشاكل المتعلقة بالاتصالات والسيطرة اوبالسيطرة ( مثل مشاكل 
التتبع الذاتي لحركة الاجسام . استلام الاشارات ( الراديوية ) في حالة وجود التشويش 
الطبيعي والتشويش المصطنع اعادة الحصول على الاصوات وابعادها . تصميم الأنظمة 
التوجيهية . تصميم انظمة السيطرة في العمليات الصناعية . التنبؤات . تحليل التغيرات 
الاقتصادية . وتحليل أي نوع من انواع السجلات الممثلة للمشاهدات ضمن فترة زمنية 
معينة ) يمكن اعتبارها حالاات خاصة للمشكلة العامة الآتية . 


نفرض ان 7 تمثل مجموعة من النقاط الزمنية حيث يشاهد في كل نقطة زمنية ) 
عائدة الى 7 متغير عشوائى (0) . اذا علمت بوجود المشاهد ات 0860 
وبوجود كمية تسمى / لها علاقة بالمشاهد ات في صيغة يجب توضيحها فاننا نرغب في 
ا. ماد تقديرات مثلى واختبارات فرضية حول 2 وحول الدوال المختلفة 0 
تمكننا هذه الصياغة التقريبية للمشكلة من مواجهة المشاكل الطبيعية للاتصالات والسيطرة 
الآتية : 


التنبؤ : موناءتلءعط  (‏ «متأماممدمامء) 


بعد ان نشاهد العملية التصادفية ‏ )6 ضمن الفترة الزمنية 5 > / > ,1 - م 
نستطيع ان نستنتج (ه + 5). لاي قيمة الى 0 < » قد تكون فترة المشاهدة ‏ ل 
محد ودة اوغير محد ودة . 


التدرج ومنتطادمصسة : 


نفترض ان المشاهدات (5 > ؛ > ل - و ,(1)0) عبارة عن المجموع 300 + )ىق 
- )1 لعمليتين تصاد فيتين (5)0 ,( )27 تمثلان الاشارة والضوضاء على الترتيب 
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نحتاج ان نقد رقيمة 00 للاشارة في اي وقت/ضمن الفاصلة الزمنية و > ؛ > رآ[ - ى., 


يشتق المصطلح ‏ ر«ة(ادم”د التدرج من حقيقة كون الضوضاء (- )23 تشتمل عل 1 
وحدات ذات تردد عال جدا مقارنة مع الاشارة (8)0, نستطيع اعتبار التقديراو 
التخلص من الاشارة 5)٠(‏ كمحاولة لتوفيق منحني غيرمتعرج يمرخلال سجل متذ بذدب 
جداً . يطلق على مشكلة ايجاد ( +56 لاي 0 < 4 بمشكلة التسدرج والتنبؤٌ. 


تقدير المعالم ( اكتشاف مواصفات الاشارة ) : 


نفعرض ان المشاهدات 7 > ؛ > 0 ,3)0) عبارة عن المجموع 
)27 + )قمع )ع حيث (5)0: تمثل مسار حركة جسم ما ( المبينة كما يلي 
4/212 ) + الا دونه > ()8 و (7700 تمثل الاخطاء الحاصلة في القياسات المطلورب 
استخراج او لقد ير سرعة الجسم 2 وتعجيل الجسم ه . بصورة عامة ٠‏ بحتاج الى تقد ير 
الكميتين (م) , (8 (0/00) في أي وقت ضمن الفاصلة”7 > / > 0 وفقا للافتراض 
القائل بان الاشارة ,8)٠(‏ تنتمي الى صنف من الدوال المعروفة . 


من الواضح ان الحلول المقترحة للمشاكل السابقة تعتمد على الافتراضات ا موضوعة حول 
الاشارات والضوضاء المستلمة وايضا تعتمد على المعيارالذي يخص الحسل الامثل. 
من المعروف ان تصميم انظمة الاتصالات والسيطرة المثلى يتطلب معرفة حقيقية ان ظهور 
الاشارات والضوضاء في مثل هذه الانظمة عبارة عن عمليات تصادفية . وهكذا فان 
البداية لدراسة نظرية انظمة السيطرة والاتصالات الحديئة تتطلب د راسة نظرية العمليات 
التصادفية . ان هدف هذه الدراسة هو : ٠‏ | 


)١‏ تهيئة وسيلة للتعبيرعن مشاكل السيطرة والاتصالات لان تقييم انظمة السيطرة 
والاتصالات ريكون بالضرورة بد لالة الوسط الحسابي لتحركهما ضمن مدى معين مسن 
الحالات الموصوفة احتمالياً . 


(11) تهيئة مفهوم عام لطبيعة الافتراضات ا موضوعة حول العمليات التصاد فية الممنلة 
للاشارات والضوضاء اوللضوضاء فقط . 


1٠ 


العلوم الادارية : 
مسمس تسب سخ سس 1 

ان العمليات التصادفية تمكن الباحث من ايجاد وسيلة لادارة ودراسة الاعمال كمياً 
وهكذ | فان العمليات التصاد فية تؤدي دوراً مهما في الاتجاهات الحديثة للعلوم الاد ارية 
وبحوث العمليات . ان المجال الخصب لتطبيق العمليات التصاد فية هوفي السيطرة المخزنية 
وفي تحليل صفوف الانتظار( راجع [1960] نادرة ,[1958] #مدوة >2 مناممكة رومسة 


السيطرة المخزنية : 
يوجد هدفان مهمان للهيئات التي تتعامل مع المخازن مثل اصحاب محلات البيع 
المفرد ٠‏ توزيع البيع الاجمالي . المصانع والزبائن الذين يحتفظون بخزين من المواد 
الاحتياطية » وهما (1) اتخاذ قرار لاصد ارطلبية جد يدة (1) تحديد حجم تلك 
الطلبية . هناك حالتان يجب وضعهما في الحسبان عند وضع القرارالمناسب وهما ٠:‏ () 
عد د الوحدات التي ستطلب من المادة خلال فترة زمنية معلومة (11) المدة الزمنية بين 
اصد ار الطلبية واستلامها من المجهز الخارجي . فاذا لم توجد هاتان الحالتان فبالامكان 
اصد ارالطلبية وقت الحاجة . وفي تلك الحالة قد لانحتاج الى وضع المواد في المخازن . 


ان الهدف من السيطرة المخزنية هو الاحتفاظ بعد د مناسب من الوحدات يكفي لسد دمية 
الطلب العشوائية بالاضافة الى المدة الزمنية العشوائية بين اصدار الطلبية. واستلامها بحيث 
نكون التكاليف الاولية اقل مايمكن . 


من مشاكل السيطرة المخزنية المثلى من خلال اعتبار انظمة الخزين المستعملة لوصف 
تأثيرات هذه الانظمة . فاذا علمنا بنظام خزين معين فان نتيجة تذ بذ ب مستوى الخزين 
هو عبارة عن عملية تصادفية . 


صفوف الانتظار : 


يتكون صف الانتظار نتيجة لوصول الزبائن الى نقطة خد مية للحصول على مستلزماتهم 

من تلك النقطة وهذا يعنى وجود حالة انتظار. المجموعة المنتظرة للحصول على خدمة من 
ضمنها الذدين في دور استلام الخد مة يطلق عليها اسم صف الانتظار منا6لان 

هناك العديد من امثلة صفوف الانتظار . انتظار الاشخاص فى محطة القطارء اوفى 

المطار للحصول على تذكرة سفر. من المحتمل ان يكون هبوط الطائرات في المدرج عبارة 

ل 


عن صف انتظار. انتظار السفن في الموانيء للتحميل او لتفريغ الحمولة عبارة عن صف 
انتظارسيارات الاجرة في محطة معينة عبارة عن صف انتظار . البرقيات المرسلة عبارة عن 
صف انتظارعد داليكانيكيين في مشتل للنباتات عبارة عن صف انتظار عند ما تكون 
المعدات الزراعيةمخزونة في المخزن عطب مكائن الخط الانتاجي عبارة عن صف 
انتظار حيث ان هذه المكائن يجب ان تصلح من قبل ميكانيكى . 


تصنف خطوط الانتظار في نظرية صفوف الانتظار وفقا الى اربع حالات : 

(1) توزيع الداخل ( قانون احتمال الفجوه الزمنية بين وصول زبونين متتاليين ) (01) 
توزيع زمن الخدمة ( قانون احتمال المدة الزمنية المستغرقة في خدمة زبون  )‏ (11) 
عدد القنوات الخد مية (17) دخول صف الانتظار ( طبيْعة اختبار الزبائن للحصول على 
خدمة » ان الاختيارات الممكنة هي اول من يصل اول من يخدم . الاختبار العشوائي 
للخد مة والخدمة وفقا للاولوية) - ند رس من خلال نظرية صفوف الانتظار تأثير الحالات 
الاربع المذكورة على الكميات التي تهمنا مثل طول صف الانتظار والمدة الزمنية لانتظار 
الزبون الواحد للحصول على خدمة . 


تحليل السلاسل الزمنية : 
تسمى مجموعة المشاهدات المرتبة حسب التسلسل الزمني بالسلاسل الزمنية 1 
20006 . تشاهد السلاسل الزمنية في مختلف الظواهرومن قبل عد د كبيرمن الباحنين . 


امثلة على ذلك () مشاهدة الاقتصادي لتغير السعر السنوي للحنطة (1:) مشاهدة 
البايولوجي لكمية الانتاج البوعي من البيض لنوع معين من الدجاج (11) دراسة عالم 
الانواء الجوية لكمية سقوط الامطارفي مدينة معينة (/:) دراسة الفيزيائي لمتوى- 
الضوضاء في نقدأة معينة في المحيط (:) دراسةالاختصاصي للتأثير الحاصم سل بين 
التيارات الهوائية وجنيحات الطائرة (71) دراسة المهندس الالكترونى للضوضاء الد اخلية 
في جهاز الاستلام ( الراديري ) . 


لتمثيل السلاسل الزمنية نقوم بما يأتي : نرم زلمجموعة النقاط الزمنية التي تحدث . 
عندها القياسات بالرمز ”7 في كثير من التطبيقات تكون 7 عبارة عن مجموعة مهن 
النقاط الزمنية المتقطعة والمتساوية المسافة ( نكتب 2/١‏ ,...,1,2) 7 حيث 
7 عبارة عن عدد مفردات المشاهدة ) اوقد تكون 7/ عبارة عن فترة زمنية حقيقية ( 
حيث في تلك الحالة 1 > ؛ > 0) -7 حيث // عبارة عن طول الفترة الزمنية) 


١ 


- نرمزللمشاهدة الحاصلة في الزمن : بالرمز )1 ان مجموعة المشاهدات 
(7 6 ,400 تسمى بالسلسلة الزمنية . 


ادت دراسة السلاسل الزمنية الاقتصادية دوراً مهما في تطور نظرية العملسات 
التصاد فية . تأمل مثلاً اسعار بعض المواد اوتبادل العملات . نستطيع تمثيل 0 
شكل دالةتغير () ان تحليل مثل هذه السلاسل الزمنية الاقتصادية هومشكلة بحد 
ذاتها وقد تلاقي اهتماماًكبيراً من قبل الاقتصاد بين في معرفة وتوضيح انظمة الاقتصاد 
والد ايناميكية وبالتالي التنبو بالاسعار المقبلة . 


المفهوم الاساس للنظرية الاحصائية في تحليل السلاسل الزمنية  1(‏ ؛ ,4700 هواتخاذ 
السلسلة الزمنية كمشاهدة ضمن عائلة المنغيرات العشوائية !7 »/ ,32)0) ( راجع 1/018 
(1957) 5ةه1طصدعءو80 #اعقصهدعمة ر(1955) 8251655 ر(1938) ] 
(1960) سصعصصدة ] اي ان لكل : تنتمى الى 7 تكون المشاهدة 0)عبارة عن 
قيمة شوهدات لتغيرعشوائي . يطلق على عائلة الخغيرات العشوائية (50 © 8+ ,ر(6)*) 
العملية التصادفية . بعد وضع الافتراض القائل بان السلسلة الزمنية المشاهدة 
(7 »: ,500 عبارة عن مشاهدة للعملية التصادفية (7 » ؛ ,(25)0) فانه باستخد ام 
النظرية الاحصائية لتحليل السلاسل الزمنية نستنتج من السلسلة الزمنية المشاهدة قانون 
احتمال العملية التصادفية . تشابه طريقة معاملة هذه المشكلة ( ولوانها اكثر تعقيداً ) . 
الاسلوب الذي تعامل به النظرية الاحصائية للفئات مشكلة استنتاج قانون احتمال المتغير 
العشوائي. »ا حيث يوجدعد د محد ود من المشاهدات المستقلة ,ل ,رولا رركا 0 


نفترض أولاً وجود نموذج 2ع غ ,0 وذلك م أجل تحليل السلسلة 
الزمنية (7 100,16 وان هذا النموذج يكون محدداً نوعياً وبصورة كاملة ماعدا 
قيماًلمعالم معيئة والتي يمكن تقديرها على أساس المعاينة والمشاهدة . وهكذا فان الخطوة 
الأولى في دراسة تحليل السلاسل الزمنية هو دراسة نظرية العمليات التصادفية . ان 
هدف هذه الدراسة هو : 


() ابجاد اسلوب لصياغة الافتراضات حول السلسلة الزمنية . 
(1) اعطاء مفهوم دقيق لحقيقة الافتراضات الرياضية الموضوعة لجعل العمليات 
التصاد فية نماذج للسلاسل الزمنية . ش 


' 
2 لخ 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع امعطئ_مهددهحات /داتمعل /رعممع تاءمه/ روما 
عطق ط 3553© /ذانهاع010/0.ع/األاء 3 // :5 ماطا 


و ل 


الفصل الاول 
المتغيرات العشوائية والعمليات التصادفية 


نعرف نظرية الاحتمال في هذا الكتاب بأنها دراسة النماذج الرياضية للظواهر 
العشوائية . حيث نعرف الظاهرة العشوائية بانها عبارة عن ظاهرة اعتبارية تخضع لقوانين 
الاحتمال بدلا من القوانين المحددة المعروفة . تظهر الظاهرة العشوائية خلال العمليات 
مثل ( الحركة البراونية للجزيئة . نمو المجتمعات مثل مجتمع البكتريا . تردد التيارات 
في الد وائر الكهربائية نتيجة للضوضاء الحرارية . أوالضوضاء الطلقية- أوتد فق الكازولين 
في نظام تصفية النفط ) حيث تتطور الظاهرة على مرور الزمن بشكل معين يتحكم فيه 
القانون الاجتماعي تسمى مثل هذه الظواهر بالعمليات التصادفية - . 

التعريف المناسب للعملية التصادفية وفقاً لنظرية الاحتمال الرياضية ولاسباب مبينة فى 
المقدمة بانها مجموعة من المتغيرات العشوائية 7677 ,4100 ( بقرأالحرف اليوناني ع 
كما يلي ١‏ ينتمي الى ؛ او؛ يتغيرمع ١‏ ) تسمى المجموعة 7 بمجموعة دليل العملية . لاتوجد 
قبود موضوعة حول طببعة 7 على كل حال هناك مجموعتان مهمتان هما 
(200 + ,1ط ,40 عدر أو (--0,1,2,2) عر حيث يقال في هذه الحالة ان 
العملية التصاد فية عبارة عن عملية منتقطعة المعلم 83 70707716187 0150616 


اما في حالة ( > + > مه - :/) 7 أو (0 < :4) - 7 فيقال ان العملية 
التصادفية عبارة عن عملية مستمرة المعلم 98 0 “20701716101 17/015 أطوم 

نناقش فى هذا الفصل التعربف الدقيق للمتغيرات العشوائية والعمليات التصادفيمة 
المستخدمة في هذا الكتاب . نوضح في .هذا الكتاب عمليتين تصادفيتين تؤديان دوراً 
مهما في نظرية العمليات التصادفية هما عمليتاويئر 7١1010“‏ .بواسوك <دوووان:1 


ان العبارة ''10)سوطمن)ه'' اغريقية المنشأً ٠.‏ راجع (1940) «رمعمئؤدعد]] للتعرف على تاريخ هذه العبارة . 
اما معناها في القرن السابع عشر الميلادي فكانت تعني 50021 1: 2 1150؛ استخدم كثير من الكتاب العملية 
العشوائية او العملية العائدة الى الصدفة لتمثل العملية التصادفية 7700253 “[أمقطءمان؟" 
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|-1 المتغيرات العشوائية وقوانين الاحتمال : 


امتعير العشواني .١‏ عباره ص كميد داب ثيمه حقيقية لها الخاصية الاتية : وجود 
احتمال يطلق عليه احتماك( 3 تنتمي الى 13 ) لكل مجموعة ([ من الاعداد الحقيقية . 
أي ان د عبارة عن متغير أذ قيماً عشوائية ( وفقاً الى توزيع احتمالي ) . يعرف المتغير 
العشوائي لنظرية الاحتمال بانه عبارة عن دالة في فضاء العينة الوصفي . باستخدام التعريف 
السابق نستطيع ايجاد تفاضل وتكامل المتغيرات العشوائية لكي تتم دراسة خصائص 
المتغيرات العشوائية المتكونة باستخدام عمليات تحليلية مختافة . لاجل تعريف مفهوم 
المتغير العشوائي بصورة اساسية نقوم بتقديم المفاهيم الاتية : 


(:) فضاء العينة الوصفي 
(11) الحادثة 
(11) دالة الاحتمال . 


فضاء العينة الوصفي 5, للظاهرة العشوائية عبارة عن فضاء وصفي لجميع نتائج 
الظاهرة الممكنة . 


الحادثة : عبارة عن مجموعة من العينات الوصفية . تحدث الحادثة 77 اذا كان للنتيجة 
المشاهدة للظاهرة العشوائية عينة وصفية تنتمي الى 77 والعكس صحيح 


علينا ان نلاحظ ولاسباب فنية عد م اعتبار مجموعات 5, الجزئية بانها حوادث . كما 
في حالة عائلة الحوادث © نستطيع تكوين عائلة مجموعات جزئية لها الخصائصص. 
الاتية : 
0 5 تنتمي الى 8 
(1) تنتمي المكملة * الى 5 لكل مجموعة 77 تنتمي الى 5 
(11) ينتمي الاتحاد ,2 نا الى »© لكل تتابع من المجموعات 00 
المنتمية الى ج0202" 


يكون هذا البند خلاصة للمفاهيم الرئيسية لنظرية الاحتمال الاولية الموضحة في الفصول 4 الى !! في كتاب نظرية 
الاحتمال الحديثة وتطبيقاتها لبارزن ( تيويورك . وايلي 19130 ) ومن هنا سترمز لها بالرهز ,ام*/ 170:7 عندها 
يراد الرجوع الى المناقشات التفصيلية والامثلة . 
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لاحظ ان عائلة جميع المجموعات الجزئية 5. تمتلك الخواص () الى (011) 
على كل حال غالباً ما تكون هذه العائلة كبيرة بصورة غير مناسبة . 


نحد د بعد ذلك دالة احتمال [25]10 ضمن عائلة الحوادث العشوائية 85 وذلك 
لاكمال الوصف الرياضى للظاهرة العشوائية . بصورة ادق لكل حادئثة 8 عائدة الى 5 
نفرض وجود عدد يزموالة [7]ام ويسمى احتمال 7 ( اواحتمال حدوث 2 ) . 
ان [5] تمثل احتمال ( اوالتكرار النسبي )لان النتيجة المشاهدة للظاهرة العشوائية 
عنصر من عناصر 2 


إن .]5 تمثل دالة حوادث ويفترض ان تحقق ثلاث بديهيات : 


بديهة ر. 0 < [ظاط لكل حادثة 7 

بديهة م. 1 - [5]م للحادثة الاكيدة 5 

بديهة 8. لكل تتابع من الحوادث ... ,,2 , ... ,.2 ,8 واللاتي تكون متناففية 
الحدوث ( اي ان لكل عددين مختلفين .8 يكون ‏ 1-.8,ر ‏ حيث 
0 تمثلالحادثة المستحيلة اوالمجموعة الخالية) 


يطلق على 3 بانه متغير عشوائي اذا كان () عبارة عن دالة ذات قيمة حقيقية معرفة 
ضمن فضاء عينة وصفى , وتكون عائلة حوادئه 5 مجالك دالة احتمال[2].0 
(1) لكل مجموعة من مجموعات بورن 2 ذات الاعداد الحقيقية تككون 
المجموعة (8 ع )2 :5 حادثة تنتمي الى 5 5 


ام /؟ العمليات التصادفية 


00 


تعرف دالة الاحتمال ١‏ ه20 لمتغير عشوائر ثي ولتي 
يرمزلها [7+10/ بانها دالة معرفة لكل مجموعة من مجموعات بورل 8 ذات الاعداد 
الحقيقية كمايلي : 
(1.1) .[2 سذهذ قاط > [(8 سذهز (6) :]م ع [ه]يط 
بعبارة اخرى [إور].رط عبارة عن احتمال كون القيمة المشاهدة 3 عائدة الى فر 

يقال ان المتغيرين العشوائيين : و <<[ متماثلا في التوزيع 2ماددطاجامؤق ‏ الاممنامقة 
اذا تساوى احتمالهما . بمعنى آخر [8],م - [8]رم لجميع قيم مجموعة بورل 8 

يعرف قانون احتمال «م! 7000011 للمتغير العشوائي ز بانه دالة احتمال 
[-] التي تنطبق ودالة احتمال [٠]رم‏ للمتغير العشوائي ير 


من التعريف تكون نظرية الاحتمال متعلقة بالصيغة التي تقال حول المتغير العشواتسي 
عندما يكون قانون الاحتمال معروفاً فقط . وهكذ! عندما نصف متغيراً عشوائياً ع 
نحتاج فقط الى تحديد قانونه الاحتمالي . 


يحد د قانون الاحتمال لاي متغير عشوائي دائما بواسطة دالة توزيعه ا 
للمتغير العشوائي المعرفة لاي عدد حقيقي بالصيغة : 


(1.2) .ند > 16]ط ع (م)ء ا 


يقال انالمتغير العشوائي 2ز متقطع ' 2152/6 ان وجدت له دالة يطلق عليها 
بدالة كتلة احتمال 2 ويرمز لها ٠(‏ )جرم وبد لالتها يمكن نالتعبير عن دالة الاحتمال., 
[دم2 كمجموع » لاي مجموعة من مجموعات بورل 28 
(1.3) )جم 2 > [8 صذوة عاط ع [ظاجوط 
ش لجميع قيم > العائدة 
الى 8 بحيث 0< يرم 


. 18 


نحصل من ذلك لاي عدد حقيقي ه على 


01.2 .إنه - ]اط ع (م)عدم 


يقال ان المتغير العشوائي 0[ مستمر 2020111011 اذاوجدت له دالة يلق 
عليها بد الة كثافة احتمال 3 و يرمزلها (0٠)ج,‏ وبدلالتها يمكن التعبيرعن [2]0. 


كتكامل لاي مجموعة من مجموعات بورك 2 


نفترض دائما ان التكامل في المعادلة 1.5 يعرف على شكل تكامل ريمون للتأكد 
من صحة هذه الحالة نحتاج ان تكون الد الة (-)/ معرفة ومستمرة عند جميع النقاط 
ماعد ا عدداً محد وداً منها . 


يعرف التكامل في المعاد لة 5 لحوادث 8 فقط التي تكون اما فواصل فلم مام 
اواتحاداً لعدد محد ود من الفواصل غير المشتركة . يعرف التكامل في المعادلة 1.5 
في نظرية الاحتمال المتقدمة بواسطة نظرية التكامل المتطورة في اوائل 1900 من قبل 


6ناعةء طم[ أممعكز 


اذن تحتاج ان تكون الددالة 20 عبارة عن حالة بورل فقط وتعني بذ لك ان لاي 
عد د حقيقي فان المجموعة ‏ 0 >2/ :م) عبارة عن مجموعة من مجموعات 
بورل . يمكن ان نثبت ان الدالة المستمرة عند جميع النقاط ماعدا عدداً محد وداً منها 
انها دالة بورل . اذا كانت 8 فاصلة اواتحاداً لعدد محد ود من الفواصل غير المشتركة 


واذاكانت (0)ر مستمرة ضمن 8 فان لتكامل (.)ر المعرف على شكل تكامل 
ونيههد216 نفس القيمة كما لتكامل /2٠(‏ المعرف على شكل تكامل ريمون . تعني 
كلمة دالة في هذا الكتاب ( مالم يذكرغيرذ لك ) بانها دالة بورل وان كلمة مجموعة » 
( للاعداد الحقيقية ) تعني مجموعة بورل . 


(1.5) () 1 وّ -[8 مزؤز عام ع [طامم 


لان 


(1.6) رم > جه > مه حر يول )م1 ] - () 7 
من ذلك نحصل على 
0 (مء” ع - () جز 


لجميع الاعد اد الحقيقية 1 التي تكون للمشتقة عند ها قيم حقيقية التوقع . .,0ن/هاممصنده 
اوالمتوسط 27605 للمتغير العشوائي الذي يرمزله بالرمر [215]7 يعرف 


كما يلي ( ان وجد ) 
(#) 01 ده 00 
(1.8) ععة (ماولة ل ا 
(:ه) برط نه 


20 0 م أهطة 


تعتمد على كون 7 محددة بدالة توزيعها 1 دالةكنافة احتمالها اودالة كتلة الاحتمال 
يقال ان لتو قع قيمة حقيقية اذاكان التكامل الناقص 126681 6م1070 
اوالمتوالية اللانهائية المبينة في المعادلة 1.8 مطلق التقارب ( راجع كتاب الاحتمالات 
الحديئة ص 203 »ص250) نعبرعن ذلك بالرمز» يكون [5]3 قيمة حقيقية اذا 
كانه > [| ]2 والعكس صحيح 
يعرف تباين ممم:رمن 73 كما المي : 


(1.9) - نال ح 1711 - 36 ]لظ > [قامة لا 
يعرف الأفنخراف المعياري هدمل #جمدمماد 2 2 كما يلي : 
(1.10) ٍ 4 اوضق 


تعرف الدالة المولدة للعز وم ( ١‏ )رط 14018ع انلا[ 710قأنه 97167 7101:1010 


لاي عدد حقيقي / كما يلي : 
(1.11) عاط ح- () رلا 


1” 


تعرف دالة خاصية ( ١)برب‏ 40/عاتلال 16أذف”مامه7مه لاي عدد حقيقي كما يلى : 


(1.12) م ع (د) رم 


يسمى التكامل الاول في المعادلة 18 بتكامل ستلجر مز11ه8 راجع كتاب 
الاحتمالات الحديثة ص 233 للحصول على تعريف هذا التكامل . 


قد لايكون في بعض الاحيان للدالة المولدة للعزوم ٠‏ اوللتباين اولمتوسط المتغير 
العشوائي قيم محدودة . ولكن يمتلك المتغير العشوائي دالة خاصية . هناك في الحقيقة 
تناظر بين دوال التوزيع ودوال الخاصية من النوع واحد الى - واحد . وبذلك نتمكن مسن 
تحديد قانون احتمال المتغير العشوائي من خلال معرفة دالة خاصيته . 


يمكن الحصول على دالة التوزيع ودالة كثافة الاحتمال ودالة كثلة الاحتمال بدلالة 


دالة الخاصية عن طريق الصيغ العكسية 101 (( الك جع الفصل 
التاسع لكتاب الاحتمالات الحديئة ) . 


نذكر في هذا المجال صيغتين عكسيتين بدون ان تبرهنهما : 
() لاي متغير عشوائي 6 سيكون 


0137 زم > > مح وف ومعمةك أل باج جل - إد د خاط 
(11) اذا امكن ايجاد تكامل دالة الخاصية 

(1.14) ره > 06 | (عيث | [١‏ 
فان . سيكون مستمراً وستكون دالة كثافة احتماله كما يلي : 

(قا.ا) .ص > م > م سرلا ا ب +3 - امل 


تعني المعادلة 1.15 ان (-):/ تحويل فوريرللدالة ١0)دب‏ وبالعكس اذاكان 1 
مستمراً فان دالة الخاصية ( ٠):دب‏ ستكون نحويل فورير لدالة كثافة احتمالية وكما بلي : 


"1" 


(1.16) ل ل ا 6 [١‏ ح (ب) عرب 


ان المعادلتين 1.15 و 1.16 غير متمائلتين بصورة كاملة وانهما مختلفتان 
بالعامل (-1/2) واشارة الاس. السالبة . 
نوضح في الجدولين 1.1 ,1.2 بعض قوانين الاحتمال . ودوال الخاصية 
والتباين اما الجدول 1.3 فيحتوي على بعض امثلة المتغيرات العشوائية التي تخضع 
لقوانين الاحتمال المذكورة اعلاه . 
المتغيرات العشوائية ذات التوزيع المشترك . تكون كثيرمن المتغيرات العشوائية 
00000000 موزعة توزيعا مشتركاً اذا كانت عبارة عن دوال تعود لفضاء 
عينه وصفي واحد . 
تعرف دالة التوزيع المشترك ا ا لجميع الاعداد الحقيقية 
2 221227009 كما يلي 
ل < 2, 2206٠‏ «< ره < لم2 > (ند ١,‏ 22 اقل راد 000 000 
“لمن كك (ك)ة ٠00‏ روه > (ه)ءلا رد > (و) را :و)]م ع 
تعرف دالة الخاصية المشتركة(: , ١ , ٠٠١‏ ,“)مد 
ا ل لضن كما يلي : 


لكاتو ٠٠‏ عل يلأتن )2 جرحع]12 ع (رنار ٠١ ١‏ ,ث1 بر) مندى... وال ردب 
١٠قئنة‏ ى "٠" "١‏ ولته) رق وعد 177 (مقيةة د٠٠‏ لعل صقرن )ة جره 000 - 


المتغيرات العشوائية المستقلة : 


يقال ان المتغيرات العشوائية الموزعة بصورة مشتركة ‏ ,3 .-1....0 ,1 مستقلة 
اذاكان أي من العبارات المتكافئة الاتية صادقة والعكس صحيح : 
() معيار دالة الاحتمال : لجميع مجموعات الاعداد الحقيقية :8 , ٠٠١‏ ,:8 ,181 


(1.17) .8 سذسط ]2 ٠٠١‏ زر سذ هذ ]5 ت [ي2 سذهط وا رح 8 سصزعز لماص 
03( معيار دالة التوزيع : لجميع الاعداد الحقيقية 2 , ٠٠١‏ ,2 ,:د 


(1.18) 0 لضاور” ح (مد ,28 رامد 1 


يفا 


جدول 1.1 بعض قوانين الاحتمال المتقطع المهمة 


تباين | المتوسط ١‏ دالة الخاصية دالة كتلة الاجنيول ٠‏ قانون الاحتمال 
[خامة؟ | زهامر (:2)رم وقيم المعالم 


00م 


200 1 ل “أورم) 0,1,2 -يج “رت ) 0 
حيث ان 0 , 3 1,2 دم 
م -1 حدبن |ماعداذلك 0 1 > م >0 
1 1 د20 ...1 ,0 جع 6-١‏ 2-0 
التو م 
ماعدا ذلك 0 

1 لفط 0 ل 2 2 تار الهند سي 
2 7 . “6 -- 1 | ماعدا ذلك 0 1 >م >0 
و م7 7 3 صو هُ ١‏ 5 

الى الها ع 0م ا 2 عا ( ذوالحدين السالب 
2 2 6 --1 9 1 جم 

5 ماعدا ذلك 0 1[ >> م2 >0 


م ا يع ا 1 ا ا 0ن 


"25 


التباين المتوسط ذالة الخاصية 7 2 
ضيه ب 0 508 5 قانرن احتمال وقيم 
53 ]8 206 (س)مر مملأاعصيط تواتفصعك عر ااتطوطم1 امعالم 
زم ةق ك5 عط فلم > جم >ة 1 1 ا المنتظم في الفاصلة 
12 2 © -3406 | معدا ذلك 3 له 
9 1 50 اه حه)1_ لوقك 1 يفي 
0 7 (تمقيط - ورررة )ري 00 23 20 © > ار 0 - 
.0 
1 1 1- 21 5 0 حير سور لاسي 
7 3 7 ماءها ذلك 0 0< 
0 كاما 
2 1 لذ 2 0 < هده رحو (برم) -- 0 <م 
220 
2<0 2-3 لششكت بدرجات حرية 2 
271 1 2-2 - 1) 60 تساوي 
ماعدا ذلك 0 
3 + ل 

(2 سد رول )2 2 مت م اسم / حت ذل بدرجات حرية ”1 
7 0 0 000 5 
١‏ )2( )ير 2-2 بر 1 539 

4 < :م ]1 2 < م11 0 حي 


جدول .1.2 بعض قوانين الاحتمال المهمة 


ماعدا ذلك 07 


رون رنة قانه :- 


(10) معيار بدلالة الدوال المميزة : لكل القيم الحقيقية ,» ,. 


)ره واد (دل) بره 5 لل 0-0-0 )ار 31 


(1.19) 
(1) معيار بدلالة التوقع : لكل الدوال ( )90 910٠ (٠٠١,‏ والتي توقعاتها كما في 


معادلة ( 1.20 تتواجد فان : - 
(1.20) )موا ٠٠١‏ [لضط رواظ > الامو ١‏ : )دنا 


حدول !1 أمثلة للمتغيرات العشوائية التي تتبع قوانين 


الاحتمالات المميية في الجدرل 1.1 1.32 
ذوالخدين * 0 000 

عدد النجاحات فى «: محاولة من محاولات برتولي المستقلة حيث ان احتمال 
النجاح في كل محاولة م ( محاولة برنولي عبارة عن نتيجتين ممكنتين احد اهما تسمى 


نجاحا 9 56مممم,ه ) والاخرى تسمى فشلا ( مسانمر ) 


رر 1 
عد د امرات النى تظهر فيها الحوادث المعينة في فترة زمنية طولها د ورة واحدة عند ما 


يكون ظهور الحادئة من هذا النوع بصورة عشوائية ومعدل متوسط 7 حادثة في وحدة 
الزمن ( يقال ان الحوادث تظهر بصورة عشوائية عند ما يكون ظهورها حسب عماية 


بواسؤن 


بواسون المعرفة فى البند ‏ 2 1 ) 


الهند سي 4220-2 
عدد المحاولات المطلوبة في تتابع في محاولات برنولي المستقلة للحصول على اول 


نجاح علماً ان احتمال نجاح المحاولة في كل مرة / 


ذو الحدين السالب : لاتت#تمصلط متخخاجملة 
عد د المرات الفاشلة في تتابع من محاولات برنولي المستقلة ( احتمال النجاح في كل 


محاولة 7 قبل ظهور حادثة النجاح رقم + 
نف 


النتظم : لسر 

موقع السهام المسددة على خط محصور بين نقطنين © 5١‏ بحيب ان التصوبيب 
دائما يقع في الفاصلة بين النقطتين اعلاه وان اي جزئين ( من الفاصلة © الى 65 ) 
متساويين في الطول لهما احتمال متساو لوقوع الاصابة في احدهما . 


الطبيعي * لقصممكح 
سكس5199 


عد د النجاحات في فحاولة من محاولاات برنولي المستقلة ( احتمال النجاح في 


كل محاولة 0 ) تتبع بصورة تقريبية قانون الاحتمال الطبيعي حيث 0 > 70 ر ووم عدقى 


الاس التصاعدي : 
زمن الانتظار المطلوب للحصول على اول مشاهدة لنوع معين عندما يكون ظهور 
الحادثة بصورة عشوائية وبمعدل متوسط ٠‏ حادثة في وحدة الزمن . 


أمتا دع صم ودر 


كاما : ومميون 


زمن الانتظار المطلوب للحصول على الحادثة رقم + لنوع معين عندما يكون ظهور 
حوادث هذا النوع بصورة عشوائية بمعدل متوسط في وحدة الزمن . 


مريع كافي #: المجموع تند 2+٠...‏ لمربع « من المتغيرات العشوائية كل منهما 
موزع (500,1 : 
ى توزيع اف : نسبة '7]:/01 حيث '] و1 متغيرات عشوائية مستقلة موزعة حسب 
د توزيع مربع كاي وعدد درجات حرية :« و « عل الترتيب . 


المتغيرات العشوائية غير المترابطة : .دءاطهلعة؟ سسمقصة لعاواء ممعم ش 
لنفرض ان التغيرين العشوائيين المرتبطين بالتوزيع 37 و جك هما عزمين محدودين 
ومن الدرجة الثانية . ان المتغيرين را م را يقال لهما غير مرتبطين يبعضهما اذا كان 
التغاير المشترك لهما 1 ْ 
[(لكقاقة حوخة) ([6]ة - جية) ]2 - [ئة ]فلل مق[ - [وتقر لاا ح زور ]م0 
(21.21 8 : 


إلى 


كما هو موضح أعلاه يأخذ قيمة الصفر أو بكلمة مرادفة اذا كان معامل الارتباط 
يأخذ صفراً ولذي يعرف كما بلي 


و00 _ . 
(1.22) 0 - تتام 
أوبكلمة أخرى اذا كان 1 
(1.28) ]س7 ل[ سو ع وج ل ]17 


توزيع المجموع ,< + 2< للمتغيرين عشوائيين مستقلين 30ج ؛ 


انه لمن الواضح اذا كان ,ل ) ول تمثلان متغيرين عشوائيين ذو توزيع مستمر فات 
المتغير العشوائى :ا -- 1 تمثل متغير عشوائت ذو توزيع مستمر ذو دالة كثافة احتمالية تعطى 
كالآتي 0 
نمه (ند - لايرل( رط "ل > (لا)رجبرول 


(1.24) (نت) يم ر[(نه - لاك ل 5 


واذا كان ,د 6 دآ تمثلان متغيران عشرائيان متقطعان مستقلان فان رع + بع تمثل 
متغير عشوائي متقطع بدالة كتلة احتمالية تعرف كالآتي : 
المجموع وآ + ,0 عبارة عن متغير عشوائي متقطع له دالة كتلة احتمال مبينة ادناه : 


(نه 0 لا 0 رم رز - (/1) وخب دم 


(1.25) )يعر( - /) رم رم - 
تأتي اهمية دوال الخاصية من حقيقة استخد امها في ايجاد قانون احتمال مجموع 


متغيرين عشوائيين مستقلين ,1 , ,ا . بما ان توقع حاصل ضرب متغيرين عشوائيين 
مستقلين يساوي حاصل ضرب توقعهما سينتج مايلى : 
(1.20) ال ل ل ل 00 
وهكذ! فان دالة الخاصية لمجموع المتغيرات العشوائية المستقلة يساوي حاصصل 
ضرب دالة خاصية كل منهما : 
(1.27) )وس )بوب ت (11) يو ريع 


يفا 


نبرهن النتائج الآتية باستخدام المعادلات 1.24 ,1.25 وخاصة المعادلة 1.27 


نظرية : 14 
نفرض ان 0غ دوكر عبارة عن متغيرين عشوائيين مستقلين 
(0 اذاكان 3 موزعاً حسب التوزيع الطبيعي بمعدل ,:: وانحراف مياري 
م روك موزعاً حسب التوزيع الطبيعي بمعدل :72 وانحراف معياري ٠»:‏ 
فان و ا موزع حسب التوزيع الطبيعى بمعدل و عل زور وانحراف 
معياري فوع ل رويد دع 
(1) اذاعلمت ان ل يخضع لقانرن احتمال ذي الحدين بالمعلمين .7 ,م 
وان 6٠‏ يخضع لقانون احتمال ذي الحدين بالمعلمين .» ,م فافيا + ,ا 
يخضع لقانون احتمال ذي الحدين بالمعلمين .م + ,»« , م 
( اذاعلمت ان موزع حسب توزيع بواسون بمعدل ,< وان ,1 موزع حسب 
توزيع بواسون بمعدل <١‏ فان ,1 +,6 موزع حسب توزيع بواسون 
بمعدل .2 +21 - مح 
69 اذا علمت ان ا يتبع قانون احتمال بالمعلمين <١,‏ واهيلر يبع 
قانون احتمال كاما بالمعلمين .م ,< “فان عه +6 ينيع قانون احتمال كاما 
بالمعلمين دعم ان 8 
(9) اذا علمت ان ,1 يتبع قانون ذي الحدين السالب بالمعلمين ,, ,رر وأن 
يتبع قانون ذي الحدين السالب بالمعلمين ,م ,م فان ولا لا يتبع 
قانون ذي الحدين السالب بالمعلمين ,م + ,م ,2 
المكملات : 
4 نعبرعن العزوم بدلالة مشتقات دوال الخاصية . نفرض ان 0:21 عبارة عن 
متغيرين عشوائيين موزعين توزيعة مشتركا . برهن ان 


(0كاي برعت ارم 


ي 82 !درم يف4 1 د بنجو 
(1.28) «(0,0 وى 1 (0ا روم رن 1 - ]2 
0 0 غ4 د ممعم 
(1.29) عي رد ررق - ل 000 
(130) ل 0 
: ل ا 


نا 


اذاكانت العزوم موجودة حقيقياً فاننا نستطيع برهنة صحة المعادلات 0 1.20 ,1.28 
18 نعبرعن العزوم بدلالة ا . نفرض أن 21 , [٠‏ عبارة عن 


متغيرين عشوائيين لهما توزيع مشترك . البت ان : 

(0.31) (0) ريرم 108 1 > [تاقة 
(1.32) ر(0) و10 4 م ]ه17 13 
(1.38) 


(2:)0,0 ,ةمي 16 يرق ربق > ]0 81 


نبرهن صحة اللمعادلات 1.831 و1.32 0 
0 التعميم ذوالبعدين لتباينة جيفيجيف 


() نفرض ان 321 ,د متغيرات عشوائيان لهما واه يساويان صفراً وتباينان يساويان 
1 ومعامل ارتباط م اثلبت ان 


,م - 1ه سل 1 > [(2ولة,1]2) بممس]ل1 


رو لل ترك سد | موك # قر | جح (2وكا,ر) ممم 2 
1ل + 5 |2181 | وك سرك | ]2 > [ | مولا - عر | ]نير 


9ق استخدم () لاثبات ان لكل زوج من المتغيرات العشوائية ذات معامل الارتباط 
.مولاي0 < ١‏ 


كن < اا - | مه [اءح < | []8 سي ]طم 
.م -1//ة + 1 ط< > 


ير ك الكناء< < | اتنا - ع | ]ط 


11 استخد'م 01 لاستخراج الشكل الطبيعي لتباينة جيفيجيف 
لاي متغير عشوائي عد ذي التباين المحدود ولاي 0 < ( 


راجع هنعلامه ٠‏ (19588) 6مومح في حالة تعميم الاابعاد العليا لمتباينة جيفيجيف 
1 حالة قانون الاعداد الكبيرة . .ينص قانون الاعد اد الكبيرة ( الضعيف ) على 
اذا كان 


21 عبارة عن تتابع في المتغيرات العشوا ائية المستقلة المتمائلة التوزيع 


"4 


كالمتغير العشوائى د ذي المتوسط المحد ود فان 
١‏ 00 في الاحتمال عندما 000 
فين الكل واحاء 61 
عندما ص م , 0جل <|[]8 مك8 |]اط 
التوسع جزئي لهذه النتيجة في التمرين الآني : ا 
نفرض ان 7 موزع توزيعا منتظما في الفاصلة + - الى # . نعرف 
عند ما 5-12 كما يلي : 


ناط وم عمق[ 
ونعرف ما +200 ول له وكا د هر عند ما 2 ,1-1 
() اوجد لدقاتة ؟ ,[مكاظ ,[ب ع ]مه ل ,[ء ]17 تلميح : 
هل ان 00 غير مترابطة ؟ 


افرض ان 0 <ع جد 


> م8 | ]م سنا 


15 نظرية الحد المركري : 


تنص نظرية الحد المركزية ( الكلاسيكية ) على ما يلي : اذاكان (,7) تتابعاً من 
المنغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع كالمتغي رالعشوائي ‏ بمتوسط وتباين محدودين . 
واذا كانت مآ +... ل و ل رك ,8 فان ْ 


ررم اق حعة مرق 
تقترب في التوزيع عندما ه ب « بمعنى ان لكل عدد حقيقي 2 
“لسع [ حَِ -[ه > *رقام 8 
لكي نفهم معنى هذه الصيغة » نتأمل المثال الاتي . نفرض ان ,2 ,م ,0 ,]د عبارة 


عن متغيرات عشوائية مستقلة موزعة في وحدة الطول توزيعاً منتظماً . نفرض ان 
وأ + ول + ولاه + ركلا جح وه رولا + 212 ح وهر 


لوقا حهة عرو [وقا- وب برع * “هم 
إدكاه [وقاه 


.م 


ابت ان [ 26 رج 
6ك زم ,لالطمكلتا- مر كا 
ماعدا ذلك ,0 - 


8د > |ن| 5 23 ثلالده 4 قلا - (ر)رور 


5 > إن > وي ,5(اةلا/شاحقا _ 
013 
ماعدا ذلك ,0 - 


2 


() نفرض ان ت موزع حسب التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي صفر وتباين يساوي 1 
ارسم دوال كثافة احتمال 2 ,*.3 ,*رى في شكل واحد . 

00 ايها , 
هل يمكنك القول بان *.5 ,2 لهما نفس قانون الاحتمال تقريباً ؟ جد ذلك بصورة 
تقريبية [8-> و8 > 1]ط 


التمارين : 


301 في وعاء لحفظ السممك ثلاث سمكات ذهبية جيدة و7 اسماك ذهبية غيرجيدة 
التقطت القطة فلكس ثلاث سمكات من الوعاء بصورة شرسة وكانت السمكات 
النلاث من النوع الجيد وبدأت باكلهن . حضر صاحب القطة بصورة غير متوقعة 
ورأى القطة فخاطبها بلغة نفهمها اذا امكنك اعادة اللقطة مرتين من مجموع 
ثلاث مرات ساجعل طعامك هذا السمك باكمله . امءاذا لم دن بيد 
فسيكون طعامك الاعتيادي الحلزون المقطع . 

ماهو احتمال ان يكون طعام القطة سمكاً ؟ 

2 الاحتمال التقديري لمعرفة وجود عصيات الامراض الدرنية باستخدام اشعة « 
لفحص الصدريساوي 0.6 تم اجراء استقصاء لمدينةكاملة عدد سكانها 60,000 
نسمة لمعرفة عدد الناس المصابين بهذا المرض . تجري عملية الفحص عل النحو 
الاتي : فحص كل شخص بنوعين من الاشعة|.ان كانت نتيجة اشعة واحد على 
الاقل موجبة فسيكون امر الشخص مشكركاً هنه . نفترض وجود 2000 شخص 
في المدينة مصابين بهذ! المرض . نفوض ان 3 عبارة عن العدد الناتج مسن 
الاستقصاء للاميخاضن المشكوك في امرهم . اوجد متوسط متباين + 

لفن 


15 


1.4 


15 


16 


1.7 


يض 


يمتلك رجل « من المفاتيح ويرغب في فتح الباب ولكنه لايعرف المفتاح الذي 
يصلح لفتح الباب . يقوم الرجل بتجربة المفاتيح بصورة مستقلة وعشوائية . 
نفرض ان ,,. عبارة عن عدد المحاولات المطلوبة الى ان يحصل الرجل على 
المفتاح المطلوب .. 

اوجد [,1]/ وتباين [.1]1 اذا علمت مايلي : 

00 عدم فصل المفاتيح غير المطلوبة التي تمت تجربتها عن المفاتيح المتبقية . 

لله عزل المفاتيح غير المطلوبة بافتراض ان مفتاحاً واحداً فقط يصلح لفح 

الباب . 

قاذفة موجهة لتصويب هدف معين . نفترض ان توزيع المركبتين الافقيبية 
والعمودية لانحراف الاصابة عن مركز الهدف يكون حسب التوزيع الطبيعسي 
وبصورة مستقلة حول مركز الهدف وبانحراف معياري يساوي : ميل نفقرض 
ان الهدف هو اسقاط القذ يفة حلى شكل دائري وبقطرميل ماهو احتمال اضابة | 
الهدف؟ وما هو اصغرعد د من القذ ائف المطلوبة لاصابة الهدف باحتمال في 
الاقل 99 وباصابة واحدة في الاقل . 


نفرض ان للمتغيرين , 3 دالة كنافة احتمال مشتركة كمايلي : 


1 > تن امه ار 4د (زنت) ندل 
ماعدا ذلك ,0 - 


هل (ن ا ,2 غير مترابطين (1) مستقلان ؟ 


اثبت ان لمجموع من المتغيرات العشوائية المستقلة حيث كل منها بخضع 
لتوزيع كاما ذي المعلمين م 3 نفس توزيع مجموع « من المتغيرات 
العشوائية المستقلة الموزعة توزيعاً اسياً بمتوسط 12 

اوجد في التمارين 1.8 الى 1.13 [4 > 2 > 2]1 اذا علمت ان 


رح 2 (0 , (ولا ب6ة) صلم خ ل 017 حيث 1و2 
متغيران عشوائيان متماثلا التوزيع وبصورة مستقلة لهما قانون الاحتمال المذكور 
في كل تمرين تلميح . 


ائبت ان [5 < :]هط - [ه < ,]5 ح [5 ك (2 ب) صلم > مام 


, وآ موزعان حم ب التوزيع الطبيعي بمتوسطين متساويين وبتباين يساوي2 


كاد 6د كه حسب توزيع بواسون بمتوسطين يساويان 2 
9 يخضع ,12,1 لقانون احتمال ذات الحدين بمتوسط يساوي ١‏ وتباين 
يساوي 0.8 
0 يخضع بد , ود لقانون الاحتمال الاسي بمتوسط يساوي 15 
1 يخضع رد ,ود لقانون الاحتمال الهندسي بمتوسط يساوي 2 
1 إتد,وند موزعان حسب التوزيع المنتظم في الفاصلة صفر الى 8 
113 نفرض ان ولام روا روت رثا عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة 
موزعة (0,1). 
نفرض ان 6 < و0 1ه نفرض ان + 0000 -2 
ا + ونه دوه ح 120 اننت ان : 
.(نوم + نن) غم د [و8 < 1ن1«]1 
نفرض في التمارين 1.13 الى 17.] أن ) عبارة عن متغير 
عشوائي موزع بصوره منتظمة في الفاصلة صفر الى 1 . نفرض ان 900 
دالة غير تنازلية . تعرف عندما تكون قيم | > , > 0 اوجد ‏ (0)0 
اذا كان للمتغيرالعشوائي )م0 توزيع مبين في التمرين المطلوب . تلميح 
اذاكانت : 
() ألو ع زن) "و > ]ل - إن > (0])و]”! ح (ن) 1[ 
فان ‏ نا-7 ع رو يعرف مقلوب الدالة (ن)1-/م كما يلي 0 
()! -4 تساوي اصغرقيمة من قيم :. بحيث / > (7)8 ( قارن ذلك 
مع كتاب الاحتمالات الحديثة ص 313 ) . 


4 


14 ()و9 عبارة عن توزيع كوشى ء اي ان +-((2ن + )> ع (اامم1 
5 00007 عبارة عن التوزيع الاسي بمتوسط “«/1 
1.6 0م2000 عبارةعن التوزيع الطبيعي بمتوسط ” وتباين 2م . 
7 نفرض ان :3 عبارة عن متغير عشوائى بدالة خاصية . 
)1 - سخ )بر رربي ح (م)يرم 


م الغمليات التصاد فية وادا 


حيث ١‏ , نركميتان تابتتان موجبتان . () ائبت ان 
لمحم جك [0 ع يزر]در 


تلميح . استخد م المعاد لة 83 . (11) أوجد [5]3 وتباين [.]سس؟ 
اوجد متوسط وتباين 3+ ومن في التمارين 1.18 الى1.20 حيث 


1.8 تر موزع سه 
9 1 موزع حسب توزيع بواسون بمتوسط ١‏ 5 
ْ 0 2 موزع حسب التوزيع المنتظم في الفاصلة 1- الى1 . 
77 وصف قانون احتمال العملية التصادفية : 
نصف في هذا البند اساليب مختلفة لوصف العملية التصادفية . تذكراولاً التعريف 


الاساسي الذي اعطيناه في بداية هذا الفصل : العملية التصادفية عبارة عن عائلة من 
المنغيرات العشوائية 17+ ,)17 معلمة بالمعلم / الذي يختلف ضمن المجموعة7: 


من الممكن تمثيل العملية التصاد فية (150)0,1677 المعرفة ضمن المجموعة '1 
اللامنتهية للاغراض العملية بواسطة عد د محد ود من الاحد اثيات . احدى طرق وصان 
العملية التصاد فية 100,177 عن طريق تحديد قانون الاحتمال المشترك ل 7 
من المتغيرات العشوائية 26000 7)4(,٠٠١,‏ لجميع الاعداد الصحيحة « ولجميع 
النقاط /,...,ه؛ ,ده العائدة الى 7 

لكي نحد د قانون الاحتمال المشترك للمتغيرات العشوائية (م1) , ٠ ٠١‏ ,(:)]7 نحدد 
اما () دالة التوزيع المشترك المبينة ادناه لجميع الاعداد الحقيقية  ٠‏ م2 ,١٠*,دل‏ 
كما يلي : 


أو () دالة الخاصية المشتركة المبينة ادناه لجميع الاعداد الحقيقية من ٠٠ ١,‏ ,دده 


كما يلي : 


4 


)2.2( (له و 1لة) الثفقة 520 ادف 


يقال ان دالة التوزيع فى المعادلة 2.1 ودالة الخاصية فى المعادلة ( 2.2 )لها 
# من الابعاد لانهما يمثلان قانون احتمال مشترك ( « من المتغيرات العشوائية . 
مثال 28 1 

يكون تتايع المتغيرات العشوائية المستقلة 0-00 4 2600 2 عملية تصادفية 
( متقطعة المعلم ) ذات المجموعة 1,2,0 >-3. لكي نحدد قانون احتمال العملية 
المشترك نحدد دوال الخاصية المنفردة . 

و[ 000 ,2 بآ ح 8 ر(نا) رصا 

لان. 


(2.3) ٠(ملة)‏ جرم شيك (دله) جرم 5< (مله و5 ** )يك 2 د 


يكون تتابع (. 4 للمجموعات المتعاقبة ,]2 ل . .. + و2 + 0 ]2 حت كر للمتغيرات 2 
العشوائية المستقلة عملية تصاد فية ( ذات معلم متقطع ) . من اجل تحديد قانون احتال 
لعملية المشترك نحد د مرة ثانية دوال الخاصية النفردة . 
00 0 ,2 1 -5 ,(0ة) يرك 

لان 
22.4 يه ك0 عل ويه ل يله) ربرب > (ملة ر 88 * باكاارق, ...روك 

.(بلة) ع4 (مله ل 1-ولة) رز جره 6 لل 3 مدان 5 020 2 
نسنتخد م .الحقيقة الى <نة السهلة الاتية من اجل برهنة المعاد لة 2.4 


(85© (مسرقه > :#م8) (ة ل بسملة) + ( سوق ,8 مله ح وقنيلة زر 
و يله لل ٠‏ سل ).حك ( يكرح وقهر) (رزة سل ٠٠.‏ اد ويه علب لسك 

يعرف التتابع (,5) المجموعات المتغيرات العشوائية المستقلة المتعاقبة بالمشية العشوائية 

:0س :0710017 لاننا نستطيع ان نوضح 5 بانها ازاحة الجزيئتة ( اوالنقطة ) من 

موقعها الابتدائي على الخط المستقيم وذ للك باعتبار الازاحة العشوائية الحاصلة عن المشية 

العشوائية في الخطوة ‏ تساوي ,2 يستطيع القاريء ان يرسم عينة لمسارات مشيسات 


و 


عشوائية وذلك بسحب عينات من جدول الاعداد العشوائية . 


طريقة ثانية لوصف العملية التصاد فية بدلالة عائلة من المتغيرات العشوائية ذات قانون 


الاحتمال المعروف هي اعطاء صيغة لقيمة العملية في كل نقطة 0 
مثال :213 ١‏ 
تأمل العملية التصاد فية المستمرة المعلم (0 <1)0,4) المعرفةكمايلى : 


)22.6 رات لله 3[ ع إن قوع 1 ع )ع2 


حيث التردد ه عبارة عن كمية ثابتة موجبة معروفة 4 , 7 عبارة عن متغيرين عشوائيين 
مستقلين موزعين حسب التوزيع الطبيعي بمتوسطين وتباينين يساويان صفرا » 2م على 
الترتيب . نستطيع الان ان نجد احتمال اي صيغة تخص العملية التصاد فية » مثلا » سنجد 
لاي كمية ثابتة © 


: [» < إن )غير ملع ل 5 
افرض ان ه/20 - ,1 
أس مزه 9 + 0 وس 121و نس 005 *] مف ديه أنه *605 “] *4 سين 20 1 
2 قاط 
0 
اذن 
1- 5 2 2 | 2 3 
5 إواع -إمهه بلع 7 - |ه > 8ن _- م < 91 10 اه 
ال 
لان 1 5-/42+82) توزيع مربع كاي بدرجات حرية تساوي 2 ( راججع 
الاحتمالات المتقدمة » ص 321 ) . 
يجب ان نشير الى ان العملية التصادفية ل 040/7 فى الحقيقة 
عبارة عن دالة لعنصرين (8 > 5 ,3 6 ,(5,ط) 106 عند ما تكون قيمة / 
محدودة فان (32)00 عبارة عن دالة ضمن فضاء الاحتمال 8 أوبصورة متمائلئة 


(20120,0 عبارة عن متغيرعشوائي . من جانب آخرعند ما تكون قيمة التابعة الى 8 
محّددة فان 52)٠,5(‏ عبارة عن دالة1 + تمثل مشاهدة ممكنة ضمن العملية التصاد فية 


أضن 


0017020 


ل 8240 يطلق على الدالة (5, 250٠0‏ بال اودالة 
العينة ‏ 0010 0722/6 للعملية . عند د راستنا للعملية التصاد فية نحتاج دائما الى 


تخطيط شكل مثالي لدالة عينة العملية ( لاحظ الشكلين 1.1 ,1.2 ) . 


شكل 1.1 مخطط للفتوضاء المثالية . توضح الضوضاءالناتجة من المقاومات باستخدام المكبر على شكل عينة عملية 
تصادفية منتهية (0 < / ,(2)0) 


مثال :20 
تكتب العملية التصادفية ,(0 < /,11)0 المعرفة بالمعادلة كمايلي 


)2.7( (0 ع غس) وم */ ع ()كر 
حيث (8/.0) تحبر - م الذي لل ريه اج على ضوء المعادلة 2.7 تكون دالة 
العينة لتلك العملية على شكل موجات جيب بسعة «وطور 0 كماشي مرسومة في 


الث 1.2 


الشكل 2 دالتان لعينة العملية التصادفية المثالية (0 عل /ين) عون 72 - 0 


المكملات : 

24 يقال ان العمليتين التصاد فيتين (0< 0,4 , 0< 7,1 
متمائلتا التوزيع اذاكان لهما نفس عائلة قوانين الاحتمال ذات الابعاءت المحد ودة ابت 
تماثل العمليتين الاتيتين بالتوزيع 


)2.8 ره صذة 8 حل نه ومه ل - )2 


حيث ه كمية ثابئة موجبة معروفة + , ؛ 8 متغيران عشوائيان مستقلان موزعان ‏ 
1 توزيعاً طبيعياً بمتوسطي. وتباينين يساويان صفراً, على الترتيب 


)2.9( ,(8 + اس)وم» 1 ع ():[ 


حيث ٠‏ عبارة عن كمية ثابتة معلومة 7 80 متغيران عشوائيان مستقلان » 0-8 
موزعة بصورة منتظمة في, الفاصلة من صفر الى 27 وان 7 موزع حسب توزيع .ريلي 
أم16خ110 بدالة كثافة احتمال عند 0 <7 تساوي 


3 1 
| )2 - أس يبد مير 
28 يقال ان العمليتين التصاد فيتين 0 < ا ١‏ 0 < 0 
مستقلتان اذا كان المنتعجان العشوائيان 
إدق4: 4475 < 45 64090 


لكل عدد ضحيح ولجميع النقاط الزمنية 2 مستقلين بالمعلى الاتي 
وهوان لجميع مجموعات (بورل) 4 اللاي لها مركبة من الاعداد الحقيقية 


زع ( ,)لا ب تارلط):[) أضة 4ع (م)1# ,)اط 
+( ؟ ((مثال ١ ١ ١,‏ ر(ط)ظ) ]417 ((ئ)]ة ١١,‏ ,0 ]ع 


اثبت استقلالية العمليات المعرفة فى المعاد لتين 8 ,29 اذا علمت باستقلالية 
المتغيرات العشوائية 0 ,7.7 ,ا 

16 إثبت اذا حددنا قوانين الاحثمال ذات الابعاد : لعملية تصاد فية فاننا 
سنحد د بذ لك قوانين الاحتمال ذات الابعاد الاقل من , كد راي مسلوءة جوع 
التوزيعات ذات الابعاد ‏ ( . تلميح : اثبت ا لمر تلظ را > بر 


0 20ر0 بسلا ر” ١‏ ؟ مكلك يوم رب رربي برع تت لسلا *  *‏ ملكاا رميوع اوري واية 


ل 


التمارين ٌ 


نجد في التمارين 1 الى 2.3 تتابعاً من المنغيرات العشوائية المستقلة ٠.١‏ ,3 ,,30 
والموزعة بصورة متمائلة كالمتغير العشوائي جر نفرض ,كر + . . . لل ول + وار ح ,8 
اوجد وفقا للافتراض المبين ازاء كل تمرين حول قانون احتمال ]ز ولاي عدد صحيح 


() دالة خاصية رلك المشتركة 
() دالة خاصية وأر ررق المنتركة 


(1131) دالة خاصية 000 المشتركة . حيث 
1 ا عل د11 
11.1 ل عبارة عن (2م,0)0 
202 موزع حسب توزيع بواسون بمتوسط < 
كح 36 موزع حسب التوزيع الاسي بمتوسط 1/2 


العملية التصادفية (0 < /,0) 41+ في التمارين 2.4 الى 2.8 معرفة بصيغة 
واضحة بد لالة المتغيرين العشوائيين 4 . 7 وهما عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين 
توزيعاً طبيعياً مستقلاً بمتوسط يساوي صفراً وتباين يساوي 58م . اوجد متوسط المتغيرات 
العشوائية التالية : 
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(-1 عملية ويئر وعملية بواسون 


15 1971121111 1111 
5 20155033 1111 طلقم 


تؤدي العمليتان التصاد فيتان . عملية وينروعملية بواسون . دوراً - اساسياً فى نظرية 
العمليات التصادفية . تكمن اهمية هاتين العمليتين في كونهما نماذج لظواهرمهمة . قبل 
القيام بتعريف هاتين العمليتين نوضح مفهوم العملية التصادفية ذات التزايد المستقل 
15 210626110011 

يقال ان للعملية التصادفية المستمرة المعلم ٠(‏ > > 3:)0(,0) تزايداً مستقلاً 
اذاكانت 0 - (0) وان المتغيرات العشوائية لجميع اختبارات النقاط الزمنية 
> 00 > 1 > ما 


(3.1) (مظ) 26ح (م1) كاه ٠١‏ ,(40) لقح )ث2 


مستقلة . يقال ان للعملية تزايد ١‏ مستقلا ثابتا 5« ««مسعد ادم عمجمل ربجم امام 
اذاكان ( زم حب ,)ل ح زر ل وغ)لر 


نفس توزيع (,2)0 020 لجميع اختبارات ,),./ ولكل0 < « بالاضافة 
الى شرط التزايد المستقل اعلاه . 
اذاكانت العملية التصاد فية ذات تزايد مستقل فانه من السهولة بمكان تحقيق مايل : 


)و2 , * * *,741) لج )92.7 


الم ال ا 1 علا وي تي تدك 11 )يه ل ٠ ٠‏ حل 301) ري يرك 


وهكذا نستطيع استنتاج قانون الاحتمال المشترك لاي من المتغيرات العشوائية 


لكالا ب لمالا اذا عرفنا قانوني الاحتمال الانفرادي لكل من 00 
0 0 لجميع قيمر|2 » / غير السالبة . 
عملية ويئر : 


تؤدي عملية وينرد ورا أساسياً في نظرية العمليات التصاد فية وتطبيقاتها المختلفة . من 
بين تطبيقات عملية وينر هو اعتبار عملية وينر نموذجاً للحركة البراونية وللضوضاء الحرارية 
4 


في الدوائر الكهربائية . اذا استخد منا المجهر فاننا نلاحظ ان حركة الجزيئة ( مثلا ذات 
قطر :-10 ) المنغمرة فى السائل اوالغازعبارة عن حركة مستمرة غير منتظمة وواضحة . 
حركة هذه الجزيئة تسمى بالحركة البراونية نسبة للعالم الانكليزي النباتي روبرت براون الذي 
اكتشف تلك الظاهرة في سنة ١1971‏ ( مباشرة بعد اختراع المجهرذي العد سات الكروماتية 
راجع بير 1191041 ص 84 . يمكن ملاحظة نفس الظاهرة في حالة جزيئفات 
الد خخان الموجودة فى الهواء . 

يعتبر تقد يم مفهوم ظاهرة الحركة البراونية احد النجاحات الرئيسية لنظرية الاحصاء* 
الميكانيكيّ والطاقة الحركية . اثبت انشتاين في سنة 1903 بانه بالامكان توضيح الحركة 
البراونية من خلال افتراض وجود جزيئات معرضة للاصطدام المستمر لجزيئات الوسط 
المحيط بها . بعد ذلك تم تعميم وتوسيع عمل انشتاين الموسوم وتحقيقه عمليا من قبل , 
مختلف الفيزيائيين . ( للحصول على تاوبخ نظرية الحركة البراونية . راجع البحوث الموجودة . 
في كتاب [4ت19] حكا وانشتاين [190] 

نفرض ان , )2 عبارة عن ازاحة الجزيئة في الحركة البراونية ( من نقطة البداية ) 
بعد ؛ وحدة زمنية 1001-0 بالغرض . تعانى الجزيئة البراونية من حركة دائمية 
نتيجة الاصطدامات المستمرة للجزيئة بسبب قرة مجال.الوسط المحيط بالجزيئة . 

نعبر عن ازاخة الجزيئة في الفاصلة الزمنية الطويلة 0 مقارنة مع الزمن بين 
الاصطدامات بمجموع عد د كبيسرمن الازاحمات الصغيرة . تستطيع ان تفترضى ان 
نا - انار ميزعة حسب التوزيع الطبيعي وذلك باستخدام نظرية الحد المركزري 
نص حدمعطة 15هة2 1معرخوعن ونفترض بعد ذلك ان التوزيع الاحتمالي للازاحة 
ا رما هو نفس توزيع ا ا ل 000 لكل0 < / سبب 
افتراضنا لاستقرار الوسيط المحيط بالجزيئة . وان قانون احتمال ازاحة الجزيئة يعتمد على 
الفاصلة م#-/ فقط وليس على زمن ابتداء المشاهدة . 

ان حركة الجزيئة ناتجة تماما عن اصطدام الجزيئات غير المنتظم والمتكرر بصورة غير 
محد ودة . نوضح هذه العبارة رياضيا كما بلي : اي ان للعملية 10 التصادفيسة 


تزايداً مستقلاً . تكون الازاحات في الفواصل الزمنية غير المشتركة مستقلة لان عدد وحجم 
اللاصطدامات فى الفواصل غير المشتركة مستقل . 
نعرف الان عملية ويئر( نسبة الى وينرالذي يعتبرمن اوائل الباحثين فى الحركة 


1: 


البراونية الرياضية [1923] , ([22]1980 - يطلق على عملية وينر ايضا بعماية 
وينر-- ليفي ٠‏ اوعملية الحركة البراونية . 

يقال ان العملية التصادفية (0 </,42)0 عبارة عن عملية وينراذا تحقق 
مايل : 
)0( !| (0 < 80,1 ترايد مستقل ثابت . 
1 #00 موزعة حسب التوزيع الطبيعي . لكل 0 </ 
(ذ6 01-0)خ]ر لجميع قيم 0 <: 


200-20 0 

بما ان 1 (20 تزايداً مستقلاً وان 0 > (22)0 
فلاجل الحصول على قانون احتمال العملية التصادفية )2 نجد قانون احتمال التزايد 
()*ا - )2 لكل > و بماان (0* )72 عملية طبيعية فان قانونها 
الاحتمالي يتحدد من خلال المتوسط والتباين لتلك العملية . 
نحقق بسهولة لان 0-[()1 - (8) ]72 اذن 


(3.3) ([(6) 2 - (0) اسه 1 نه سا رمه حت (له) رمج ريدم 
نثبت من خلال الحقيقة القائلة بان ١‏ 200 تزايداً مستقلاً . وجود كمية ثابتة موجبة 
نرمزنها بالرمز ج تعرف لكل 0  <‏ < : (راجع التمرين 3.15 )كمايلي 
(8.4) ع ع ] ثم - [(6)غ - () ]و7 
وهكذا يتحدد قانون احتمال عملية وينرمن خلال البد يهيات (0-(1) الى 
المعلم 7 
نعتبر هذ ا المعلم عبارة عن خاصية اعتيادية للعملية ويجب ان يتحدد من المشاهدات 


في حالة كون عملية وينرعبارة عن نموذج لحركة براون فان *6 عبارة عن متوسط هربع 
ازاحة الجزيئة في وحدة الزمن . البت انشتاين فى سنة 1003 ان : 


2_ 401 )8.5( 


507 اي 
ْ 00 


حيث 78 عبارة عن ثابت الغاز العام . 37 عبارة عن عدد افوكاد روعبارة عن الحرارة 
المطلقة 1 معامل احتكاك الوسط المحيط . ادت العلاقة .3 الى امكانية استخراج عدد 
افوكاد رومن تجارب الحركة البراونية وهي النتيجة التي نال بيرن بموجبها في سنة 1920 
جائزة نوبل ( راجع بيرت [1916] ) . 


تعتب رعملية وينرفي الاصل نموذجأً لحركة براون ( في الاعمال التي قام بها وينر 
. [192]) 2 وتعتبر تقلب حركة الاسعار في اسواق العملات والمواد ( في الاعمال التسى 
قام بها (1900] «عتاعطعوة1 راجع [1959] عدعواو0) للحصول عل 
المراجع الحديئة). وقد تبين ان هناك تتابيقا اخر لعملية وين في مبكانيكية نظرية الكم 
( راجع كاك [1950 ,1951] مونترول [1932] وينر [10953] . تطبيق اخر مهم 
لعملية بواسون يخص التوزيع المتمائل بالتقارب لاختبارات جودة توفيق دوال التوزيع” 
( راجع اندرسن ودارلتغ [1932] ) . نناقش هذا التطبيق في البند 3-5 


عملية بواسون : 


تأمل الحوادث العشوائية مثل (1) وصول الالكترون المنبعث من الكائود فى 
انبوب التفريغ الى الانود . (:) وصول اشعة 9 المنبعثة من مصدر اشعاعي الى عداد 
كيجر. (:) وصول الزبائن للحصول على خدمة عند ما يقوم بتأدية تلك الخدملة 
محاسب اوبائع في محل بيع مركزي . كاتب في معمل كبير . مدرج في مطار . عمليات 
الشحن في الميناء . رجل الادامة في محل لتصليح المكائن . الخطوط التلفونية في مركز 
الاتصالات اللاسلكبة او (1) وقوع الحوادث . العطب .وما شابه ذلك . 

نستطيع وصف تلك الحوادث بدالة سى ‏ 0< ب«منامسمل امم معرّفة 
لجميع قيم 0 < / والتي تمثل عدد الحوادث الواقعة في الفترة من صفرالى / ( بدقة 
اكثر. في الفاصلة [.0) المفتوحة عند صفر والمغلقة عند ؛ ) . يمثل الشكل 1.1 
رسم الدالة النموذجية ١)‏ نقصد بالزمن صفرهوزمن مدى مشاهدة وقوع الحوادث 
العشوائية تعتبر قيمة (/ قيمة مشاهدة لمتغير عشوائى لكل زمن /تكون عائشلئة 
المتغيرات العشوائية !0 < )١)0./‏ عملية تصادفية . ان القيم الممكنة الوحيده 
لكل متغير عشوائي ). هي عبارة عن الاعداد الصحيحة 0.1.:2....0 . يطلق 
على العملية التصاد فية 0 1310.02 التي تاخل متغيراتها العشوائية القيم العددية 


اميق 


الصحيحة 2,.2.١‏ ,0,1 فقط بعملية القيم العددية الصحيحة 21160 “مبه111 
0000 عملية القيم العددية الصحيحة المهمة بصورة خاصة هي عملية 
بواسون . 


الشكل .1.3 دالة عينة نموذجية لعملية بواسون (0 </ ,(27)0) بمعدل متوسط [ <<« في وحدة الزمن 


يقال ان عملية القيم العددية الصحيحة (0 <17700,4 2 عبارة عن عملية 
بواسون . بمعدل متوسط ( اوكنثافة 5207م6/»ة )اذا تحققت الافتراضات 
الاتهيبة: 


9 (0 < ,)0 لها تزايد مستقل ثابت 
(9) لاي زمنين وى .) عندما 4 > 5 يكون العدد )77 - )77 
لعدد مرات وقوع الحوادث في الفاصلة ‏ الى 2 موزعا حسب توزيع بواسون 
بمتوسط يساوي (5 - ))ر 
وهكذا! فان 
*((و- 


(8.6) «انيحاف (مسفامسى ب زيل بت (و) 37 - ()) ان]ط 


6 .مس )ست [(ى) لاس رن) الاسم ,(ه )مح ز(ى) 37 - (0) 11 


لق 


من المعاد لة 7 يتبين أن سر يمثل معدل متوسط وقوع الحوادث فى 
وحدة الزمن . ١‏ 

توجد عدة مجموعات من الافتراضات العامة المؤدية للحصول على عملية بواسون 
تجد هذه الافتراضات في الفصل الرابع . نظهرالشروط المطلوب تحقيقها من قبل عملية 
القبم العد دية الصحيحة لكي تكون عملية بواسون بكثرة . يقالان وقرع الحوادث التي 
لها دالة عد١‏ (٠)77عبارة‏ عن عملية بواسون يكون حسب عملية بواسون بمعد ل متوسط 
اوتكون من نوع بواسون بكثافة « . 

مثال 34 


اضمحلال الفاعلية الاشعاعية : وه06 ءجناعدهنهم2 


تفترض جميع نظريات اضمحلال الفاعلية الاشعاعية الحديئة ان المجموعة النووية 
في عنصر معين تكون متمائلة » مستقلة ؛ ولها احتمالات اضمحلال متساوية في وحدة 
الزمن. نستنتتج من ذ لك ان اتبعاث الطاقة الاشعاعية من مصد راشعاعي يعبرعنها بحوادث 
العد وانها عبارة عن عملية بواسون . مثال يحقق بالتجربة صحة الحقيقة القائلة بان عملية 
بواسون ملائمة لوصف اضمحلال الفاعلية الاشعاعية نجده في كتاب ايفان [ 1955 ] 
ص 777 


مثال 878 
الضوضاء الطلقية فى الصمامات الالكترونية : 
.53 7012اعع1© 11 20156 أمطظ 

التشويش الحاصل في المكبرات الالكترونية والاجهزة والذي يكون محدوداً طبيعياً 
من جراء نرددات التيارفي مثل هذه الاجهزة » وهذا مايسمى بالضوضاء 720256 احد 
مصادر الضوضاء في الصمامات المفرغة هو الضوضاء الطليقة المتسبب نتيجة لانطلاق » 
الالكترونات العشوائي من الكاثود المسخن . نفترض ان الفرق الكامن بين الكاثود والانود 
يكون كبيراً جداً وبذ لك ستكون سرعة الالكترونات المنبعثة من الكائود عالية بحيث » 
لايحصل تجمع للالكترونات بين الكاثود والانود ( وبذ.لك لايوجد فضاء مشحون ) . 
نستطيع ان نثبت ان انبعاث الالكترونات من الكائود عبارة عن حواددث من نوع بواسون 
(راجع 2005 و 26مصمع:و2 سنة[ 1958 ] ص 112 الى 119 ) وهكذا فان عدد 
الالكترونات المنبعثة من الكاثود خلال فترة زمنية طولها ؛ يتبع قانون احتمال بمعلم ؛ر 
حيث « عبارة عن معدل متوسط انبعاث الالكترونات من الكاثود . 


٠.‏ ه54 


مثال 36 
عطب المكائن : قععطاتة؟ عستطعوق13 


تأمل جهازاً معيناً مثل صعاء تريخ اونا كنة ) يستعمل الى أن يتوقف عن العمل ثم 
يتم تصليحه (اي يجدد ) اويستبدل بجهازاخرص نفس النوع . يفترض عمر الجهاز 
( طول المدة الزمنية التي يستعمل فبها الجهازالى ان يتوقضعن العمل ان يكون متغيراً 
عشوائياً 2 ان اعمار الاجهزة المتعاقبة 27.,.٠0-١‏ ,7,.00 ,2 يفترض ان تكون 
متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير7 عندما0 < ؛ افرض ان ()2 
عبارة عن عد د الاجهزة التي توقفت عن العمل في الفاصلة صفرالى ؛ اذاكان عمر 
الجهاز موزعاً سيا فاننا نستطيع ان نغبت اث (0 <147)0,4 عبارة عن عماية 
بواسون . اثبتنافي الحقيقة في الفصلين الرابع والخامس ان * (0 <:,27)0) عبارة 
عن عملية بواسون اذا كان عمر الجهاز موزعاً توزيعاً اسيا والعكس صحيح 

امثلة اخرى حول حوادث من نوع بواسون واساليب معرفتها م 
عملية بواسون نجد ذلك في كتاب ديفز (1952) 


عمليات بواسو نْ فى الفضاء : ععدمة هذ وعدوعءممم صمووزمط 


عند القيام بتطوبر نظريات توزيسع انظمة الكواكب اوتوزيع مراكز المجتمععمات 
'( الحيوانات » الاوبئة » الخ ) فانه من المناسب اعتبارمراكز الكواكب والمجتمعسات 
عبارة عن نقاط موزعة في الفضاء . 


تأمل مجموعة من النقاط الموزعة في الفضاء 5 حيث 5 عبارة عن فضاء اقليدس 
000 ذي بعد1 < 0 . نفرض ان (27)22 ولكل منطقة # عائدة الى 
8 تمثل عد د النقاط ( محد ودة اوغيرمحد ودة ) الموجودة في النقطة يقالان. 
مجموعة النقاط موزعة حسب ميكانيكية تصادفية اذاكان (77)8 متغيراً عشوائياً لكل 


منطقة ‏ ( مقاسة ) عائدة الى 5 . يقال ان مجموعة النقاط عبارة عن نوع بواسون 
اوإنها موزعة حسب عملية بواسون بكثافة « اذا تحققت الافتراضات الات“تة: 
(2024 اعداد النقاط فى المناطق غير المشتركة عبارة عن متغيراتعشوائية بد قة اكثر » 
تكون المتغيرات العشوافية (,27)2 ٠.١,‏ ,(3/)8 مستقلة لاي منطقة من المناطق 
رو 21 غير المشتركة ولكل عدد صحيح . 
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(1) )2727 عبارة عن توزيع بواسون بمتوسط (17)75 لكل منطقة ذات 


حجم محدود . حيث )7 تمثل ( عبارة عن 4 بعد من ابعاد اقليدس ) حجم 
المنطقة 5 . 


مشال 0ج 


التوزيع الفضائي للنباتات وللحيوانات ( علم التبيوء ) 
.(087لمعء) ولقستسة 5أتتقام 05 دوتأاسطتمائزل [متادمة 

توصف توزيعات الحيوانات والنباتات في الفضاء بعمليات بواسون وبعمليات بواسون 
العمومية ( المعرفة في البند 4-2 ) . وصف اسكيمان في سنة :195) ذلك جيدا : 
تامل وجود قطعة ارض واسعة كانت عبارة عن بحيرة ضحلة وجفت مياهها حدديثا ولازالت 
ارض تلك المنطقة غرينية ومكشوفة لضوء الشمس وللرياح . تامل ايضا وجود بذ ور طائرة 
تحملها الرياح تعود لنوع من انواع النباتات التي ستكسو تلك المنطقة . تم تقسيم قطعة 
الارض الى اربعة اقسام مربعة وان عد د البذ ور الساقطة في الربع المربع الواحد من الارض 
عبارة عن متغير من نوع بواسون وان احتمال سقوط البذرة في الربع المربع صغير جداً 
اذا كان توزيع البذور في المنطقة حسب عملية بواسون بمعدل متوسط ,ر في وحدة 
المساحة فان لعدد البذور في المنطقة ذات المساحة 4 توزيع بواسون بمتوسط 4ر 
لتوضيح فائدة عملية بواسون في الفضاء تدرس النظرية الآتية : 


نظرية :34 7 
توزيع الجار الاقرب للجزيئات التي لها توزيع بواسون في الفضاء 


1ه تمغناطتمعافتل سمودزه2 ه صا «وططياعه أوععقعم عط 2ه دمتأسطكعاواططا ١‏ 
.3م تل معاعتامهم 


00 اذاكانت الجزيئات موزعة في مستوى معين حسب عملية بواسون بمعدل متوسط 
«في وحدة المساحة » وكانت 17 عبارة عن المسافة بين جزيئة ما واقرب جزيئة. مجاور لها 
فان 72 موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسط يساوي 1 .(11) اذا كانت الجزيئات 
موزعة في فضاء ذي ثلاثة ابعاد سب عملية بواسون بمعدل متوسط 2 في وحدة الحجوم 
وكانت عبارة عن المسافة بين الجزيئة واقرب جزيئة مجاور لها فان 41 . 
موزعة حسب توزيع الاسي بمتوسط يساوي 1 وهكذا في 0 < / 


4 


٠. 0.8)‏ (لاسحل ساجرس اسية ح (1) مل 


ملاحظة : تؤدي المعادلة 3.58 دوراً مهماً في الفيزياء الفلكية عند القيام بتحليل القوة 
المؤثرة على كوركب ما في النظام المجرى ( راجع سمط هعس سس" سنة [11:1] 
ص 72 ) 


البرهان : 
تبرهن بصورة واضحة التعبير (1) فقط . لإحظ اولا ان لاا 
عبارة عن احتمال عدم احتواء الدائرة ذات نصف القطر ١«‏ رج/ىر) على ايز جزيئة اي 
تحتوي على صفر من الجزيئات ان احتمال احتواء الدائرة ذات المساحة 4 على صفر 
جزيئة يساوي '“-م بما ان للدائرة التي لها نصف قطر يساوي 3لا سول 
مساحة تساوي «//1 نستنتج هن ذلك ان : 
رسع مد زرو < “1س ]دز 


وهذا يؤدي الى الحصول على النتيجة المطلوبة . 


 نيرامتلا‎ 


جد حلا للتمارين 3.1 الى 3.9 وددلك من خلال تعريف العملية التصادفية 
(0 < 7:)0,1) :ذات التزايد المستقل الثابت بد لالة صياغة المشكلة . 

01 اذاكان معدل وصول الزبائن : زبون في الد قيقة فما هواحتمال وصول عد د من 
الزبائن خلال دقيقتين يساوي () « زبائن 13) اواقل (إن) 3 او. 
اكثر من 6 اقل من 3 

2 اذاكان معدل وصول الزبائن 2« زبون في الدقيقة فما هواحتمال وصول عدد 
من الزبائن . خلال كل د قيقة في الفترتين غير المشتركتين حيث طول كل فترة 23 
دقيقة » يساوى () 3 زبائن (لن) 3 او (ن) 3اواكثر؟ 

3 اذاكان همعدل وصول الزبائن 2 زبون في الدقيقة . اوجد () متوسط عدد 
الزبائن في فترة ذات طول 5 دقائق (1) تباين عد د الزبائن فى فترة طولها 
5 دقيقة (11) احتمال وجود في الاقل زبون واحد في فترة طولها 5 
دقائق . 

5 


3.4 


03.5 


3.6 


3 


3.8 


عطب اجزاء ضرورية معينة لتشغيل ماكنة يكون حسب عملية بواسون بمعدل 1 
كل 5 اسابيع . اذا علمت بوجود 2 د جزءكا حتياط في المخزن وان الطلبية الجديدة, 
ستصل بعد 9 اسابيع ماه واحتمال توقف الانتاج خلال الاسابيع التسعة القادمة 
لمق اسبوع واحد أو اكثر نتيجة لعد م توفر الاجزاء الاحتياطية ؟ 


ماهو احتمال بقاء خزين متكون من 4 وحدات من بضاعة معينة مدة اقل من 
يوم واحد اذا علمت ان المبيعات ستكون عبارة عن () عملية بواسون بمتوسط . 
طلب يومي 4 وحدات (1) عملية بواسون بمتوسط عبارة عن متغير عشوائي 
يساوي 3,4,5 باحتمالات ‏ 0.253 ,0.50 ,0.25 على النترتيب ٠‏ 


وصول الزبائن الى بائع بحن معن يكون حسب قانون احتمال بواسون بمعدل 
زبون واحد في الدقيقة . فما هو احتمال ذهاب 5 دقائق منذ () وصول الزبون 
الاخير اليه (11) بين وصول الزبون القاد م والزبون الاخير الذي وصل اليه ؟ 


وصول زبائن بائع الصخف يكون حسب عماية بواسون . بمعدل متوسط 2 
زبون في الدقيقة . () اوجد الاحتمال الشرطي لعدم وصول زبائن خلاك 
الد قيقتين القادمتين . اذا علمت بوصول زبون واحد او اكثر خلال الد قيقتين 
الماضيتين . (1) غالبا مايقوم بائع 'الصحف باجراء المراهنة الاتية - بدفع الى 
منافسة مبلغ 51 اذا لم يصل يصل الزبون القادم خلال دقيقة واحدة . اما من جانب 
اخر فان المنافس سيد فع لبائع الصحف 51 ماهي القيمة المتوقعة لارباح بائع 
الصحف من هذه المراهنة ؟ 
تدم مشاهدة مصدر مشع خلال اربع فواصل زمنية غير مشتركة طول كل منها 
ثانية . تحسب عد د الجزيئات المنبعئة خلال كل فاصلة اذا اتتع ات 
قانون احتمال بواسون بمعد ل 0.5 جزيئة منبعئة في الثانية . اوجد احتمال 
احتساب () 3 اواكثرمن الجزيئات في كل من الفواصل الزمنية الاريع 4 
اواكثرمن الجزيئات في فاصلة واحدة على الاقل من الفواصل الزمنية الاربع . 


9 تأمل عد د حواد ث الانتحار فى مد ينة معينة حيث يحد ث الانتحار بمعدل متوسط 


0 في الاسبوع . 


() اوجد احتمال حدوث حالات انتحار اواكثر في الاسبوع في المدينة (1) 


م 4 العمليات التصاد فية . 


اوجد عد د الاسابيع المتوقعة خلال السنة التي تحد ث فيها عملية انتحار ؛ اشخاص 
اواكثر؟ (:1) هلستجدذلك غريبا اذا علمت بوجود على الاقل « اسبوع قد 
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: حدثت فيه عملية انتحار 0 اشخاص او اكثر ؟ (0) اذا علمت ان الاخبار عن‎ ٠ 
حوادث الانتحار يكون حادئة واحدة لكل حادثتين ماهو احتمال الاخبار عسن‎ 

حاد ئتين اواكثر خلال الاسبوع ؟ 

0 برهن التعبير (:ة) من النظرية .34 

1 اوجد دالة كثافة الاحتمال لتوزيع الجزيئة القريبة المجاورة في توزيع بواسون 
للجزيئات في فضاء ,يوكليدن ذي الابعاد 4 

2 ائثبت ان متوسط المسافة [7]17 بين جزيئة واقرب جزيئة مجاورة لها بين مجموعة 
من الجزيئات الموزعة عشوائيا ففى فضاء ذي ثلاثة ابعاد - 

,1/8-بريقق.0 سس لانم -8]71 

9 تأمل حوادث تقع ضمن الفاصلة «. - الى ه حسب عملية بواسون بكثافة « . 
افرض ان ,1 لكل0 < ؛ عبارة عن المدة الزمنية منذ وقوع الحادثة الاخيرة قبل 
الزمن ؛ الى / افرض ان 7١‏ عبارة عن المدة الزمنية من , الى وقوع اول حادئة 
بعد / اوجد دالتي كنافة احتمال ,7 . ,17 +-,) 

4 نفرضص (4)70 عبارة عن تنابع من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع 
بمتوسط يساوي ل عندما 0 <) عرف (70 لتكون العدد الصحيح 
الذي يحقق 

ا اال ”7 ل عل و27 مله و7 > 4 كك و 7 ل لا و7 ل 211 
اثبت ان (0 </,4200 عبارة عن عملية بواسون بمعدل متوسط « . 


ملاحظة : تبرهن هذه العبارة في النظرية +21 في الفصل 5 
5 برهن تحقق صحة العادلة 1.4 تلميح : تحقق الدالة 00070 


المعاد لة التالية : 
(102 + زمرت رواج ال 


وقد تمت مناقشة هدذه الحالة في البند 4-1 
565 نفرضص 01 <70(20؛ عبارة عن عملية بواسون . اثبت ان 
كلما رصن ماء, لد 9 


في ضوء النتيجة اعلاه هل يمكنك اعتبار :/(3)0 تقديراً مقبولاً للمعلم , 
غلى اساس مشاهدة العملية ()2 ضمن الفاصلة 0 إالى 1 ؟ 
7 مجموع عمليتين لبواسون مستقلتين عبارة عن عملية بواسون : نفرض (0,0) 
(0 <0(,1 <8:)0,1) عبارة عبارة عن عمليتين لبواسون مستقلتين بمعدل متوسط 
000 على التواللي ٠‏ مفلا (8/:0 يمثل عدد المصابيح الكهربائية المستبدلة 
في دائرة معينة ء وان (0:/ تمثل عدد المصابيح الكهربائية المستبد لة 
في دائرة ثانية . اكتب : 
)80 + 27:00 ح- 20/0 (0 0,1 
عبارة عن عملية بواسون بمعدل معوسط و لا ربو ع بر تأمل العملية التصاد فية 
(0 < ,ا في التمارين 8 انى 3.21 والمعرفة كما بلي 
0,١ < 0‏ - 0 ع 100 
حيث ان (0 < ؛,1.)8) ,(0 < ١,0)ء‏ 1 عبارة عن عمليتينلبواسون مستقلتين 
بمعدل متوسط :١«‏ على الترتيب مثلا 1,01 تمثل عدد 3-0 اللاجرة 
في ساحة انتظار المسافرين ( في الزمن / في محطة قطار معينة ) بينما ():12 
تمثل عد د المسافرين في صف الانتظار في المحطة .ان )ولا - )را ع )ار 
بقية سيارات الاجرة الزائدة ( التي يمكن ان تكون سالبة ) . 
8 ائبت ان ل (0./<0)#) ترايداً مستقلاً ثابعاً . 
9 ائبت ان (0 </.(1)700 ليست بعملية بواسون 
0 اوجد [ع م2 - ]ام عندها 2,200 +,1+,0 دم 
1 اوجد [ > |(#0 |], غبأ .لكل عدد حقيقي » 
استنتج ان القيمة المطلقة لزيادة عدد سيارات الاجرة على عدد المسافرين 
ستزد اد بصورة غير محد ودة مع مروز الزمن . 


1-4 العمليات ذات القيمتين : 89و85 5800 طظاناءاة 790-17 


تزدي المتغيراتٍ العشوائية الي تأخذ قيمتين فقط مثل النجاح ل في النظرية 
الاحتمالية دورا مهماً .وكذ لك ستكون العمليات التصادفية التي ا 


لفن 


هذين القيمتين قد تكون عددين حقيقين 4 , 8 . يطلق على مثل هذه العملية بالعملية 
ذات القيمتين والرسم امثالي لدالة عينة عملية ذات قيمتين في الشكل 1.4 


الشكل 1.4 دالة عينة للاشارة التلغرافية العشوائية . (0 < / ,)70 


تسمى العملية ذات القيمتين (0 < ,100 التي تأخذ القيم الممكنة 1 ,1 
بالعملية واحد - ناقص واحد .من الواضح اذا كانت (10 عبارة عن عملية 
واحد - ناقص - واحد فان 
(4.1) 60 إلحجة|ى د روم 
عبارة عن عملية ذات قوميتين وتكون قيمتها الممكنة 4 ١‏ 7 

نستطيع ان نمثل العملية واحد - ناقص واحد (0 </,3)00) كمايني : 
نعرف 0 -(70 افرض (). عندما 0 < / عدد مرات تبديل قيمة العملية واحد 
ناقص واحد (2).0 في الفترة الزمنية [,0) تسمى العملية إ0 < /,0)) 
بعملية الحد للعملية واحد ناقص واحد وهكذا فان 
(4.2) ,10*29 -) (0) نا ح 10 
حيث (0) عبارة عن القيمة الابتد ائية للعملية واحد - ناقص واحد . 


اذا كانت (1)2)0,4<0 عبارة عن عملية بواسون فيطلق على العملية 
(0 < ,)17 بالاشارة التلغرافية العشوائية 5100 بأدره"وعاها وأا" 
بصورة ادق يطلق على العملية التصادفية :0 < ؛ ,)11 بالاشارة التلغرافية العشوائية 
اذا كانت قيمتها () 1 ,1-_على التوالي (11) ازمنة تبديل قيم العملية موزعة حسب 
08 


توزيع عملية بواسون (0 <:,27)0) بمعدل متوسط « القيمة الابتدائية (1)0 
عبارة عن متغير عشوائي مستقل عن عملية بواسوث (0 - 07)0,1) 
بحيث يكون 


(4.3) .4-[1-- (0)]م - [1 ع (0) آم 
بالامكان نسبيا تكوين وسيلة فيزيائية لتوليد الاشارة التلغرافية العشوائية الشكل 1.5 


يمثل مخطط الوسيلة المعطاة . تؤدي الاشارات التلغرافية العشوائية دورا مهما في, تكوين 
مولدات الاشارة العشوائية ) راجع كتاب صعاصن]]١‏ د ععللن”1 [1958] ).2 


اشارة تلغرافية 


نفرض 0١‏ < 77)0,4) عبارة عن عملية تصاد فية ذات قيمتين عد د يتين صحيحتين 
بتزايد مستقا . عندما 0 < ؛ افرض 
44 0" -) (0) ع - () 26 


حيث (25)0 القيمة الابتدائية المختارة بصورة مستقلة عن العملية ‏ (0 < 0/)0(,4) 
وباحتمال متساولان تكون 1 1- ان (0 < ,)411 عبارة عن عملية واحد - ناقص - 
واحد بدالة خاصية ذات بعدين 


(4.5 روا للك رمن للم (وا 11) نكل ح ويد 05 ينه 05ج 7ت (100 ررلة) رو , رن )ع 


حيثما :ا > !يعرف مايل 
[ فردي ()77 - (ىن) نام - [ نجي (00) لا - (و) قاط ع (وا )1 
(4.6) () نامرون برك حت 


اولن 


00 


+ 


ملاحظة : 
بما ان 1- - :© فان لكل متغير عشوائي 37 ذي قيمتين عد ديتين صحيحتين 
يكون 


[« - الام"( -) 35-[ في انامز نصي. لاط , 
(4.7) .(مامرب ع [”لكام]ور بح ووس أرط كاي 2 


في حالة عملية بواسون (0 </,127)0 بكثافة م 
ا للسلكام) زيط سيط )ني > لناب بحري © 


بحيتفت 


(4.8) 000 ح (كا ب ربرب ع (ماررط) 16 


البرهان : بلاحظ اولا في حالة (,) > ,2) 
1 3 [1 ><( ]ص 


[ فردي () 507[ ع (0)عام +[ ني () 11277 ع (0) ]مس 
ع ([ فردي ()) قاط +[ ننجي () قاط 4ح 


بنفس الطريقة 1/2 - [1 - ح ()]5 بحيث )3 يساوي 1 1- 


اذن 
[ نعي (00)ة - )27 + 1 > () ]ص > [1 > (ف) ا ,1 ح- (0) ]اط ح روص ١‏ 
٠‏ نجي (0) 27 - (و) اق]طج - 
بنفس الطريقة 


و[ في (ن) 37 - (ون) 27]طة > [1- > (ن) 2 ,1 - ع (ن) ]م ح ,م 
,[ فردي (41) 237 - (و1) لقاطخ ع [1 - حت (0ث) ل ,1 > (ن) ]طح ررم 
.( فردي ()/7 - «م) قاط ع [1 ع (ث) 2 ,1 - ع (() لاط ع دع 


لون +رن) سس 
وو (كخسااسج بر (سخسام ع (ونترينة) ري )ص, رون )© 
ب_و(سسسع سي 55 وولف ساقي 35 


[ ننجي (,) 217 - (و) 27] زوه سل رن) ومه ح 
(٠.‏ فرذي (0) 27 ح (ون) 7ال]إطزويه س ينه) وم للك 
,9 9 


4ه 32 0 00 


1 
ا 0 
1 0 


نحصل على النته لنتيجة المطلوبة لان 
ونه طق نه طأع + وه ومع دنه 09 ع (ونه حك رنه)قمء 


طريقة اخرى لتمثيل العملية ذات القيمتين بدلالة الزمن بين تبديل القيم . نفرضس 


(0:< 100,1 عبارة عن عملية صفر - واحد ( اي العملية التصاد فية التي 
تأخذ القيم صفر» 1 فقط ) 
مثال : 44 


نمو ذج لنظام تعود يل «اتلتطقتاءم سعنذورة ع0 [ع00س 4م 
"7 سس 


تأمل نظاماً يكون في احدى الحالتين حالةالعمل”ده'"'او حالة التوقف” 08'يشتغل 
الجهاز لفترة عشوائية قبل عطبه اذا كان في حالة «عمل» وسيتوقف لفترة عشوائية قبل 
تصليحه اذا كان في حالة « توقف» . نفرض ان ()2 تساوي 1 او صفرا حسب كون 
الجهاز في حالة «عمل » اوحالة توقف في الزمن] . 
مثال 473 
نموذج للضوضاء في شبه الموصل المنكونة نتيجة للمصايد الالكترونية 
"قيقع" دمعاععاء عوط 0ع200:6م عقتمه «مأعنتلسمء-تسعة +15 [علمس 4 
يقال ان الالكترون المتحرك في شبه الموصل يكون في حالة طاقة اوحالة مقيدة . ,يفترض 
في الالكترون ان يكون بصورة طليقة لفترة زمنية عشوائية موزعة حسب التوزيع الاسي 
بمتوسط بر/1 ومن ثم في حالة مقيدة لمدة زمنية عشوائية موزعة اسيا وبمتوسط 
نعرف ()3 لتكون 1 اوصفرا حسب كون الالكترون طلقا او مقيدا في الزمن , . 
( راجع [1954] منلطهه36 ) للحصول على صيغة اخرى لنموذج الضوضاء في شبه 
الموصل ) . 07 
نفترض بعض الافتراضات المطلوبة حول الحركة الزمنية بين تبديل القيم وذ لك 
لكي تتم دراسة خصائص عملية الصفر - واحد الموصوفة في المثالين 48 , 48 ان 
الافتراضات الاتية تكون في يعض الاحيان معقولة : 
(:) الازمنة بين تبديل القيم عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة . 
(1) الزمن المستغرق للتبديل من صفر الى 1 موزع حسب المتغير العشوائي 7 وان الزمن 
المستغرق للتبديل من 1 الى صفر وزع حسب التغير العشوائي 77 
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تهمنا الخصائص الاتية في معظم تطبيقات عمليات الصفر- واحد . 
(8) الاحتمالان 
)04.9 [1 ع )اام لصة [0 ع )اط 
لكون ()3 في الزمن ؛ في كل من الحالتين الممكنتين 
() قانون احتمال نسبة الوقت )6 الذي تكون للعملية قيمة تساوي1خلال الفاصلة 


صفر الى ) 
بعد تقديم مفهوم التكامل التصادفي ( راجع البند 3-3 ) ستمئل ()8 على 
شكل التكامل الاتي : 

(4.10) 01 200 / 1- ()م 


نحتاج في كثيرمن التطبيقات ان نعرف حركة عملية الصفر- واحد (0 < ؛ ,(7)0) 
بعد ان تكون في حالة عمل لم زمنية طويلة عند ما تكون قيمة ؛ كبيرة ) باستخد ام 
نظريات الغاية من النظرية الاحتمالية سنحصل على الاجوبة المبسطة . 


نظرية : 8ه 


نفرض (0 <,7)0) عبارة عن عملية الصفر - واحد التي تحقق الافتراضات 
(6 » (:) اذاكان لكل من » 1 متوسطان محد ودان وان ل( 177 + (] توزيعاً مستمراً 


فان 
: 2 -[0 60م ل 
(04.11) ري [6)0-1]ط غر 


اذا كان لكل من 7 » 7 تباين محد ود » فان النسبة )8 يعتره من صفر الى 
تى تكون ف ة قيمة د هاربة بالتماذ التوزيع ١‏ ان 
التي تكون فيها للعملية قيمة تساوي 1 متقاربة بالتمائل مع لتوزيع الطبيعي بمعنى ان 
لكل عدد حقيقي :ه 


| «مسقافا بي |ط .غا 


(4.12) و/01 2 01 


ان 


اق دير 
7 + [نااظط 
(4.13) ]م7 [7*]0 + [تا]عة ل [217 د فى 
١‏ رات كاك 
برهان المعادلة 4.11 في البند 5-3. اما برهان المعادلة4.19فخارج نطاق هذا الكتاب 
( راجع ريني (1957] نوم86 ) يعطي برهان النظرية ذات العلاقة في البند 6-10 


مشكلة المر ور بنقطة الصفر : سعاطهمم موستوددى 26:0 16 


تظهر العمليات ذات القيمتين بطريقة ثالثة . نفرض (0 <2)0,8) عبارة عن 
عملية تصادفية ( مثل عملية وبنر) يهمنا في هذا المجال تحديد احتمال عدداً لمرات 
التي تأخذ العملية التصادفية فيها قيمة تساوي صفراً في الفاصلة ه الى 0 . اذ عرفنا 


0 <- ا 2100-1 
(4.14) ,0 > 200 1[ د 


فان عدد مرات تبديل (2)0 لقيمتها في الفاصلة © الى 5 يساوي عدد مرات الصفر 
الذي تأخذه ()2 في هذه الفاصلة . ان المشكلة هي ايجاد قانون احتمال عدد اصفار 
العملية التصاد فية » اوعد د تبد يل قيمة العملية ذات القيمتين وان هذه المشكلة لازالت 
لم نجد لها حلاً ( المراجع الني تحتوي على بعض الننائج المعروفة هي 

[1961] طقامع81 ,[1958] -2]20 ,[1958] قسنعع111-نعناعدما 


كان هدفنا في تقديم مفهوم العملية ذات القيمتين ذا هد فين . توضيح بعفىس 
الاسئلة المهمة من جانب ومن جانب اخر حاولنا اعطاء فكرة عن انواع الاجوية المتوفرة . 
حتى ولوكان ذلك البرهان خارج نطاق هذا الكتاب . نامل باتباع مثل هذه الانواع من 
الطرق ان يكون القارىء قادرا على ايجاد حلول بعض التطبيقات العملية وايضا تأهيسل 
«القارىء بالمعرفة الكافية للقيام بدراسات اخرى لنظرية العمليات التصادفية. 


وك 


الفصل الثان و 7 1 
0 
الاحتنال الشرطي ولتوقع الشرطي : : 


لصة توتلتطدطه:م 21هه0166مهن) 
ممعوعععم2<ء 020160022[1م» 


للمفاهيم الاتية اهمية خاصة في نظرية العمليات التصاد فية 
() الاحتمال الشرطي 
. [ه ع لا | 4]ط 
للحادثة 4 اذا علمنا (قيمة) المتغير العشوائي جز ', (::) دالة التوزيع الشرطي 
[ه > 8 |ن > 7]ط د جه | ن)ى 8 
لمتغير عشوائي 7 اذا علمنا (قيمة) المتغير العشوائي 2 , (1ذ) التوقع الشرطي _ 
[ه 2 | ]8 

متغير عشوائي 77 اذا علمنا (قيمة) المتغير العشوائي ] 
في حالة التعامل مع هذه المفاهيم نحتاج الى استخد ام رياضيات معقدة تقع خارج نطاق 
هذا الكتاب . من أجل دراسة نظرية العمليات التصاد فية يجب معرفة كيفية استخد ام 
وتطبيق الاحتمالات الشرطية والتوقعات الشرطية . يؤهل هذا الفصل القارىء بمثل هذه 
الاساليب . : 
[-7 القيم الشرطية للمتغيرات العشوائية المتقطعة : 

نعرف الاحتمال الشرطي [8 | 5]4 لحادثة 4 اذا علمنا حادثة 8 كما بلي : 
ود وزم ‏ لققلة- رم رمرم 


زظاط 
١ 2]8[ - 0.‏ قيمة غير معرفة 


(1.1) 
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الطريقة الاعتيادية لتعريف الاحتمال الشرطي [ > | 4]ط لحادثة 4 اذا 
علمنا ان الحادثة [:: - 3] تعني قيمة المتغير العشوائي المشاهدة 0< تساوي :ه كما يلي 

(01.2 0< دعام ا [#حكد د عدوت ا ب - عر يرم 

لايمكن ان يكون التعريف اعلاه منطقياً عندما يكون المتغير العشوائي 6 مستمرا 
لان في هذه الحالة [2 - ]طم ]م تساوي صفراً لجميع قيم» .اما في حالة المتغير المتقطع 
فان التعريف [ - ل | 4]م في المعادلة 1.2 سيكون مقبولاً لان المجموعة قيم بر 


المسماة . في0 < [: - ]ص احتمال يساوي 1 لاحتوائها على قيمة ا المشاهدة ٠.‏ نعرف 
[ه - 6 | 8]4 لاعداد 2 الحقيقية فقط والتي تظهركقيم مشاهدة ل ند 


تعرف دالة التوزيع الشرطي |١(‏ ١)ج|م”‏ لمتغير عشوائي / اذ اعلمنا قيمة المتغير 
العشوائي المتقطع 7[ كما بلي 


تمدع ١‏ نع 1ر2 
(03 00 إم وام 


لجميع قيم 1 وقيم :# حيث 


0 < إن ع كام 


يعرف المتوسط 1 الشرطي . اذا كان د - 73 بانه متوسط دالة التوزيع الشرطي 
)ممما نكتب المتوسط الشرطي بالرموز على شكل تكامل ستلجز : 


ح زه ع | نو > 7]ط ع (د | )1 


( | لناعام لف ا ]ل - هه دع | ]لز 
ست لام # كد .. 
َه | 2-05 م يق سلا د 
نستطيع تعريف دالة كتلة احتمال 3 الشرطي ء اذا كان 8 معلوما » وان 1 . لآ 
متغيران متقطعان مشتركان كما يلي . 


04 (/20:1) م ج82 


00 < زه د82 |ن ع مام ل 


اذا كانت : بحيث 0 < (2)برم فان العلاقةبين دالة كتلة الاتصال الشرطي ودالة 
5 


الوزيع الغوطي كما يلي : 
(٠ )1.5(‏ | “جرم لك > (2 | اعم 


لكي تبرهن المعادلة 1.5 سنستخدم ما يلي : 


)2 ار رب ح زم دل ليه 7 > لاإمصر 
يكتب توقع [١‏ المشروط اذا علمنا 3 على ضوء المعادلتين 58 وفي حالة 
لمتغيرين العشوائيين ين المتقطعين المشتركين 3 ,*[ (عندما 0 < ( ()دم) كما يلي : 


2٠١ )1.6(‏ | نارم ا زج - إهء - ل | ااا 


قبل ان نعرف مفاهيح التوزيعات الشرطية والتوقعات الشرطية للمتغيرات العشوائية .غير 
المتقطعة . د عنا نوصح استخد ام هذه المفاهيم ' 


لفهوم التوقع الشرطي. استخد امان رئيسان .اولا يؤدي دورا مهماً في الاجابة على 
كثير من مشاكل التنبز وبصورة عامة في تحليل السلاسل الزمنية وفي نظرية اتخاذ القرارات 
الاحصائية ثانياً : تكمن اهميته في توفير الاساليب المطلوبة لتحليل المتغيرات العشوائية 
التابعة في سلسلة من الخطوات .تأتي اهمية التوقع الشرطي من الخصائص الاساسية 
النلاث المبينة في النظربة 1:١‏ ( والتي سنذكرها بصورة مفصلة «بالرغم من برهنتها في 
حالة المتغيرات العشوائية المتقطعة المشتركة فقط .) 


نظرية : 1.1 
خواص التوقع الشرطي الثلاث الرئيسية : 


نفرض 1 , (عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين توزيعا مشتركا وان /.9)2 
عبارة عن دالة ذات متغيرين .نفترض ان [7]1 محدود وان 3 متقطع .افرض ان 
[ - 3 | '(]8 تمثل توقع 7[ الشرطي اذا علمت ان + -( يعرف هذا المفهوم في 
حالة المتغيرات العشوائية المتقطعة المشتركة المعادلة 1.0 وبصورة عامة يعرف من البند 
ده )()ان. 


المج 


1.0( (() برم[نه ع لا | ]اق م ]82 


بعبارة ثانية يمكن الحصول على متوسط 1 غيرالمشروط من خلال معرفة توقع 3 المشروط 
اذا علمنا (11) .7( لجميع قيم ‏ في حالة0 < ()ءم 


زو.1) اذاكانكل من 3 +78 مستقلين [8]1 - [نه- | 82]17 


بعبارة اخرى ٠‏ التوقع الشرطي [نه - + | ]2 لابعتمد على ويساوي المتوسط غير 
الشرطي [5]5 اذا كان ٠,‏ مستقلين (11) لجميع قيم ‏ بحيث يكون 


0 < (هاءم 


(1.9) [ه ع ع | (لارت)واقة - [ه < لا | (7,ة) وال 


لاي دالة (. .)م6 بحيث يكون التوقع [(2]0)3,7 ذو قيمة حقيقية. 

للتعبير عن المعادلة 1.9 نفرض: ان (وضف كن «إفتين نينا 
وان|(لار )ع عبارة عن متغير عشوائي دالة [ يرو لا بينما. ( بارءد)ع 
عبارة عن دالة 17 فقط ( لاي عدد حقيقي معلوم :ه ) : 
معنى المعاد لة ( 1.9 ) هوان المتوسط الشرطي [ 7] اذا علمنا ان > - 2 يساوي المتوسط 
الشرطي ( 77 اذا علمنا ان - 2 


البرهان : 
نبرهن المعادلات 1.7 الى 1.9 للمتغيرات العشوائية المتقطعة المشتركة ,ا , 1 فقط 
لكي نبرهن معادلة 1.7 نكتب 1 
(/1,نت)سر رط 18 2 2 - [ 1ط 


رانك 7 نينا 


(1.10) )2 أ )س2 1 0 (:) برط بغ - 


.له ع | 77]ن1() جم 02 - 
نحقق صحة المعادلة 1.8 باستخدام المعادلة 1.6 والحقيقة الاتية وهي ان لجميع 
.قيم بد بحيث0 < (2)+7يكون ١‏ 
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(1.11) عندما ك1 . 17 مستقلين (/)ءرم - (2 | )رم 2 
لكي نبرهن معادلة 1.9 لاحظ ان 


(1.12) انار يم 50 -[م ع ,ود اام 


طعنم ير عرعجه 
ماترررى و عملا 


(1.18) هد سوم 6انا 


تاأعننه بر معدم 
محر ى و غصا 


وعلى هذا الاساس فان لجميع الاعداد الحقيقية «# ٠‏ بحيث0 < (2)م 


فان 

(1.14) ا و(ئه | )ينرم ع ( | عانم 
)2 ع | 7] ت (ه | ع) ررم 8ر2 > (ه | )مم 2 ع [م ع ل | ]ا 

(1.15) النيننكنا 017 


وهو المطلوب اثباته 

يجب ان نلاحظ ان مفهوم الاحتمال الشرطي عبارة عن حالة خاصة لمفهوم التوقع 
الشرطي . اذا اعطيت حادثة 4 والتي هي عبارة عن مجموعة جزئية لفضاء عينة وصفي 
8 . تعرف دالة الدليل ,4 للحادثة 4 ضمن كا كما يلي : 


(1.10) 'بكل ما سمساعط د 11 1 ع (م)ن 1 
ل مذ كمصماعط أمد دعومل 5 11 0 ح 


نحقق مايلي سهولة : 

دن لمع يك | مامد رمك | جنص لام د زم )1 | نا 
وهكذا نحصل من النظرية 11 على النتائج المستخدمة بصورة متكررة . 
النظرية ::18 
الخواص الاساسية الثلاث للاحتمالات الشرطية : 


لكل حادئة 1 لكل متغيرين عشوائيين 1 ,'( لكل دالة/ ولكل عجموعة/ 


(1.18) (ومام دعز ' مإم (5 ح إمام 5 


ونرنلتك 
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١ )1.19(‏ (8 هذ وذ 5]7 ع [م د28 | 8 مذوز 1]ط 


اذا كان 3212 مستقلين . 


(1.20) . - غ2 | 8 سذةز (7ره)واط ح إن ح ل | 8 مز وا (1,ة)واط 
نوضح في المثالين 14 ,113 استخدام النظريتين 1.6 , 1[3 وبنفس الوقت توضح 
استخد ام معاد لات الد وال مثل معاد لات الفرقة في حل مشاكل الاحتمال . 
متاك 14 


نفرض رمي قطعة نقود: مرة مستقلة حيث ظهور الصورة تكون باحتمال 7 نفرض 
ان ,5 عدد مرات ظهور الصورة . اوجد الاحتمالي .52 لكون العدد ,5 زوجيا . 


الحل : 
نجد حل هذه المشكلة وذلك بايجاد قانون الاحتمال للمتغير العشوائي ,3ه الذي 
سيكون ذا الحدين 


حدر روحة ‏ كأ “وكملم) دان دقام 


حيث(7 - 1 - ووهكذا فان 


جوتي +( 
01 
0 


طريقة ثانية لابجاد ,:/ هي الحصول على معادلة الفرق التي تحققها ,/ نوضح اولا . 
الخطوات الرئيسية فى المناقشة . تحد ث نتيجة ظهور عد د زوجي لحاد ثة رمي قظعة النقود 
مرة في احدى الطريقتين : 
في الرمية الاولى نحصل على كتابة وفي التجارب (1 --2) الباقية نحصل على عدد 
زوجي من الصورة او في الرمية الاولى نحصل على صورة وفي التجارب (1 - 2) الباقبة 
نحصل على عدد فردي من الصورة وعلى هذا الاساس عندما 
(1.21) 000 ل 


"4 


حيث - ,2 باستعمال المكملة .14 فان حل المعاد لة الذي يكون كما يلي 
*(م -0) 2 -و) سوط 
.0-305 +1014 


2 
1 0 )1.22( 


نوضح الان الاشتقاق الكامل للمعادلة 1.21 عندما * 2,0٠0,‏ ,3-1 
نفرض رلا يساوي 1 اوصفرا من نتيجة الرمية رقم 3 باستعمال المعادلة 1.18 


نحصل عل 


)0 - م0 ,2 | زوجي ,قاط ح [ زدجي,8]ط درط 
(1.23) .11 ع ]ص1 حك ازوجي ,8]ك + 


من المعادلة 1.19 ,1.20 نستنتج 


[فجي بوط - - |0 رج | زوجي - لدعي 00 


)21.24 و8 - - [زوجي._مق]ط - 
(1.25) .برط -1 > [فردي_,و]5 ع [1 -2 | زذجي ,28 
من المعادلات 1.23 الى 1.25 نحصل على المعاد له 1.21 
مثال 18 


تأمل ‏ حالة من الحالادت المستقلة لتجربة ذات احتمال نجاح يساوي « افرض ان 
,8” عد د مرات الحصول على نجاح في المحاولاات 2 
اوجد [,2:]5 


الحل : ش 
بما ان عدد النجاحات ,8 في < في تجارب برنولي معروف باتباعه لقانون احتمال 
ذي الحدين » فان متوسط مبين في الصيغة التالية 1 
5007 سح مق غ05 )+27 - [مكباقة 


نوضح الان كيفية ايجاد [,8]5 باستعمال معاد لات الفرق . 


لك العمليات التصاد فية 


نوضح ذلك كما يلي . افرض ان [2]5 - .7 عبارة عن العدد المتوقع النجاحات 
في « تجربة من تجارب برنولي . لذدلك ذان عدد النجاحات امتوقعة في التجارب (1 - «) 
. بعدما عدمنا أن التجارب الاولى كانت تساوي: ,م اذا كانت التجربة الاولى نجاحاً 
فان: + -+ 1 ح ,:: بينما اذا كانت التجربة الاولى فشلا فان 1+ ح م اذن عندما 

فان 
(1.46) .م يمه ح م ل ةن دم) ع وو ل لمم + 1)م جح و 

بما ان 2 > :#2 فأن مم ح م (1 -م) ل رمح رط ل بيار 2 ماو 
بالامكان استخراج معاد لة الفرق 1.26 بصورة كاملة كما بلي 
بدلالة المتوسطات الشرطية وفي المعادلة 1.7 نكتب مايلي 
(1.27) .11 > ك2[ حك | ,8]8 + [0 > ]اه [ه حك | ,هاظ - [مه]8 
يمكن الان ان نستنتج المعاد لة 1.26 باستعمال الحقائق المبينة اد ناه 


[0 حك | ل ...ل وكا ل ]2 - [0 ح ركة | ,12]8 

مقاط - لم 1 ل . +728 - 
2ك | + ٠٠‏ + وكا + را > [1 سرك | +85[ 

لمق 11 د [مطاظ ل ٠٠١‏ + [و ]0ه + 1ح 


نوضح مفهوم استعمال الاحتمال الشرطي في نظربة العمليات التصادفية » من خلال 
دراسة خواص العملية التصاد فية المتكونة من عملية بد واسون بواسطة الاختيار العشوائي . 


وجود عملية بواسون عندما يكون الاختبار عشوائياً : 


من الجوانب المهمة لعملية بواسون هو وجودها عندما يكون الاختيار عشوائيا اذا 
كان حدوث الحوادث من نوع بواسون بافتراض عد م حساب جميع الحواد ثِ حدوث 
كل حاد ثة يكون باحتمال 7 يتبين في نظرية 1 ان الحوادث المحسوبة ( المعدودة ) لا تزال 
من نوع بواسوت . 
نظرية : 10 

نفرض ان 77)0 عدد الحوادث من نوع بواسون التي تحدث في فترة طولها 
من صفر الى ؛ عندما يكون 0 <: اذا كانت (277)0 عملية بواسون بمعدل متوسط. 
55 


عندما يكون احتمال حساب الحادثة التي تحدث يساوي 5 وان حساب حادثئة 
يكون مستقلا عن حساب الحواد ثالاخرى ويكون ايضا مستقلا عن العملية(0 < ؛ ,07)0) 
اذا كانت ()24 عدد الحوادث المسجلة والمحسوبة ) في الفترة من صفر الى 4 فان 
(0 <134)0,1 عبارة عن عملية بواسون ذات معلم مع بر 

البرهات : 


من الواضح ان (71)0 عبارة عن عملية لها تزايد مستقل . لاجل برهنة النظرية 
يجب ان نبرهن 


*[(هحلاهنا ماسب مز - (م لا - ()71]ط 
لاي زمن 0 < ه <: ولاي عدد صحيح ا 


اذا علمت بوقرع حادثةٍ في الفترة من 5 الى فان عدد الحوادث ؛ المسجلة 
( المحسوبة ) تحقق قانون احتمال ذي الحدين 
و02 *ثيامرم) - لمح )لذ - () 18 | طح (ملة - () كقاط 


بما ان 
لللمسناما ”م > [وم > (ن) 37 - (1) قاط 
فان 
*اله لاع مسو وخ () ل ح اع (و) غلا - () اقاط 
عونم لج “1 ل 
مس )م سج (مسف )مسي اه يسما - 

وهو المطلوب اثباته 
مثا : 16 
العدد المعيب : 


نفرض وصول الجزيئات الى عداد كيجي 'اعغصلاهه «6ع061 ) حسب عملية 
بواسون بمعدل متوسط + من وحدة الزمن. عداد كيجي يعمل بواسطة نظام تسجيل 
: 34 


يحتوي على اداة تعمل بصورة صحيحة باحتمال 7 نتيجة لذ لك فان احتمال تسجيل كل 
جزيئة تصل الى العداد يساوي م نفرض ()11 عد د الجزيئات المحسوبة في الفترة من 
صفر الى ؛ علماً بان 0 < 2 من ذللك يتبين أن( 2 عبارة عن عملية بواسون العددية 
بمعد ل متوسط «م ح بر 


مثال : 12 


اختبار الزيائن : و«عءصدمافته عسناءءامع 


اذا كان مرورالزبائن من امام محل حسب عملية بواسون بمعدل متوسط ‏ واذاكان 
احتمال د خول الزبون الواحد الى المحل 2 فان احتمال دخول الزبائن الى المحل يكون 7 
حسب عملية بواسون وبمعدل متوسط مر 


مثال : 115 


علم التبيوء : بجع1:20108 


نفرض احتمال انبات جميع البذورالمذكورة في المثال 32 في الفصل الاول يساوي 
م فقط . 
. يكون توزيع البذ ورالقابلة للانبات حسب عملية بواسون . 
اذا استخدمنا النظرية 10 فان الشرط الضروري الواجب تحقيقه هو المعادلة 1.28 
فالتعريف المناسب للاختبار العشوائي هوتحقيق صحة العاد لة 1.28 يتضحمن الخال 1! 
فى الفصل 5 عملية اختبار تبد وعشوائية لكنها لاتحقق المعادلة 1.28 . 


المكملات : 


4 حل معاد لة الفرق : 
اثبت أنه اذا كان تتابع الاعداد ---,:2 :م يحقق معاد لة الفرق 


)1.29( 


درق ر2 2ت 0 رحمصه ع رجو 


حيث + كمية ثابتة معلومة فان 


صر 1 ”مور يرع 


5 بين ان لمعادلة الفرق + رهم حدمم الحل المبين ادناه : 
و ا اق ته 
,1 0# ا وأسقد دم) توم 
0-1 رمر+ 1(6 -م) ع 


١ ©‏ 5 كميتان ثابتتات 


تلميح : اثبت ان (ششف ,م -/رم)يحقق المعاد لة 1.29 


م-1 


تمارين : 

1321 متغيران عشوائيان مستقلان من نوع بواسون . اثبت ان توزيع المتغير 1 
المشروط يكون حسب توزيع ذات الحدين اذا علمت قيمة +1 

2 اذاكان ث1 موزعاً حسب توزيع بواسوت < وان توزيع الشرطي عند ما يكون” ار 
عبارة عن توزيع ذات الحدين بالمعلمين « ,نس . برهن ان لآ موزع حسب 
توزيع بواسون بمتوسط م« 

3 توزيع ذات الحدين وتوزيع عملية بواسون1.لاي عملية لبواسوتد (0 < ؛,()037) 


اثبت ان 
0 0 0 ح رم - 70 م 3 (4840/ 


4 توزيع ذات الحدين وتوزيع عملية بواسون 11 . اذاكانت' (0 <3)0,4) 2» 
(0:00,1<:0- عمليتين مستقلتين من نوعبواسون . بكثافة ,سدء د على 
الترتيب فان لاي 5« >> >0 
برهن ان 

عوامر) - زدك و)وم + مره | طح )ركام 


1 
ب -21-م وعلدة سدع 
4 ع (رسدروس) +1 2 


5 اعد حل التمرين 3.8 في الفصل الاول وفقا لافتراض كون نظام العدادات معيئاً 
وانه يسجل الجزيئة باحتمال 2/3 فقط . 
4 


6 يسجل كل شعاع واصل الى عد اد كيجر باحتمال 1/3 نفرض وصول الاشعة حسب 
عملية بواسون بمعدل متوسط 6 في الثانية . اذا كانت 7 عدد الاشعة المسجلة 
خلال نصف دقيقة . اوجد [2 ح شاط ,[قامه"؟ ,[قاظ 

7 اذا كان مرور الاشخاص من امام مطعم حسب عملية بواسون بمعدل متوسط 
0 في الساعة . نفرض ان دخول الشخص الى المطعم باحتمال 0.01 نفرض 
ان 2١‏ عدد الاشخاص الذين يد خلون الى المطعم خلال فترة 10 دقائق 

.2 < 5] 5 رإقامه؟ ,[قاظه 

مشاكل زمن - الانتظار : 

اعتبرنا في المثالين 14 .18 الاحتمالات المعرفة لعدد محدود من التجارب. هناك 


العديد من المشاكل ذات العلاقة بالعدد المحد ود من التجارب تككون معاد لات الفسرق 
بصورة خاصةمهمة في معالجة مثل هذا النوع من المشاكل . 


8 انبت ان العدد المتوقع للحصول على + نجاح في سلسلة من محاولات برنولي 
المستقلة المعادة يساوي م/+ حيث « احتمال النجاح في كل محاولة: 2,٠١‏ ,1 -م 
تلميح : افرض ان ,ى زمن الانتظار للحصول على , نجاح افرض أن لقا مه 
استخد م الحقيقة الاتية : 

0 عل 1)ن حك (مم + 7)1 ح م1 


اوجد معاد لة فرق تتحققها ,« ,. . . ,3 ,9 حم بماان 1/5 >< فان م/-.م 


لكي تبرهن انم/1 -: اثبت ان 7 تحقق المعاد له - 


11 11 + )نو دواد 


19 حرامي بغداه : 
وضع حرامي بغد اد في زنزانة ذات ثلاثة ابواب . احد هذه الابواب يؤدي الى 
نفق يحتاج يوماً كاملا لقطعه ويؤدي له للرجوع الى نفس الزنزانة . الباب الثاني 
يؤزدي به الى نفق مشابه (بطلق عليه اسم النفق الطويل ) يحتاج ثلاثة ايام لقطعه » 
اما الباب الثالث فيؤدي الى اطلاق سراحه . نفرض ان الحرامي سيختار احد هذه 
الابواب باحتمال متساو ( يختار الباب دون معرفة نتيجة ذ لك الطريق ) . اوجد 


متؤسط عدد الايام التي يقضيها الحرامي في السجن منذ لحظة اختيارة لاحد 
الابواب للخروج الى ان يختار الباب الذي بؤدي الى اطلاق سراحه 8 


110 ثلآثة لواعيب (نرمزلهم بالرهوز 6 ,5 ره ) يلعبون لعبة حسب القواعد التالية : 
يلعب في بداية اللعبة ع مع 6 ويكون ٠‏ خارج اللعبة . 


يلاعب الفائزمن اللاعبين » ,5 اللاعب » الفائز في اللعبة الثانية سيعيد اللعبة مع 
الخاسر في اللعبة الاولى » تستمر العملية الى ان يتم الحصول على لاعب فائز في 
مرتين متتاليتين » نفرض ان 28,0 .4 تمثل الحوادث اللاتي عبارة عن فوز ه أو 
ة اوه اوجد (1) [2]0 ,[5]8 ,[م]ط () اوجد متوسط المدة الزمنية 
للعبة . 


7 ايجاد الشرط في حالة المتغير العشوائي المستمر : 


اذا كان لكل من 2 72١‏ دالة كثافة احتمال مشتركة (1,):.+/ فان دالة كثافة 
الاحتمال الشرطي | )عسل للمتغير اذا علمت قيمة المتغير ]ا لجميع 
قيم نه , 1 بشرط ان تكون0 > () 2 كما بلي 9 


(اانتات سأ د (لاذه) دل 
(2.1) - (ه | واددل 
اه (ساد مز ”] 10 0 


ان للمجموعة (0 < ()ير/:م) - 0 احتمالاً لاحتوائها على قيمة ]3 المشاهدة ) 
لذ لك سنعتبرالمعاد لة 2.1 تعريفاً مقبلاً لان معظم قيم المشاهدة تقع في المجموعة 
60 حيث نرغب في تعريف ل ييه يك تكون قيماً 
للمتغير المشاهد 7 . 

يعرف التوقع الشرطي للمتغير العشوائي 1 اذا كانت قيمة معلومة كما يلي : 
( لجميع قيم # عندما 0 < (نت)برر ) 


(2.2) 0 (ند | )عع له - [ه ع | ]8 


أن المعاد لتين 2.1 ,2.2 عبارة عن تعريفين مناسبين للمتغيرين العشوائيين المستمرين مقارنة 
بالتعريفين المبينين في المعاد لتين 1.4 ,1.6 على الترتيب . نوضح هذه التعاريف بصورة 
واضحة من خلال دراسة خواص مفاهيم النوقعات الشرطية والاحتمالات الشرطية . 

فى 


نعرف مفهوم الاحتمال الشرطي زه - 2 | م]ص للحادثة اذا علمت قيمة اللمتغير'” 
العشوائي :1 المشاهدة تساوي :ه من خلال تعريف مفهوم التوقعات الشرطية على ضوء 
المعاد لة كن د ع | ]يس هما : 
() مخصل على [2]7 اذا اخذ نا التوقع [ - 2 | 7] نسبة الى قانون احتمال 1 

نعبر عن ذلك كما يلي : 
(١ 02.37‏ 07 [ عن | ]10 ١‏ ] > نالا 


(1) التوقع الشرطي ١‏ [ -3 | 4501)3((1 للمتغيرالعشوائي وهوعبارة عن حاصل 
ضرب 1[ 1و المندر بع ل باق : 
(2.4) إته عن | )و - [ه - 3 | 06(7)و]ة 
لاي متغيرعشوائي ()ن وهوعبارة عن دالة لز بحيث يكون 2 [510000(1 محدوداً 
بجمع المعاد لتين 2.8 ,2.4 مخصل على مفهوم التوقع الشرطي في حالة الدوال المناسبة 
)م وكما بلي : 
(٠ )2.5(‏ ”7ف [نه - ع2 | 18]07(م) و ] > [06(8) وال 


نقوم الآن بتقديم مفهوم | ]7 ليمثل دالة 3 التي تساوي الى [نه ح 2 | 20]1 
عندما # - ونكتب بعد ذلك المعادلة 2.5 في الشكل الآتي . 


)22.6 1 | 1700012]77 ح 8011)و1ظا 


لاي متغير عشوائي ()ن وهوعبارة عن دالة لآ[ بحيث يكون التوقع 2]0)3211 
محدودا . 
يمكن أن نثبت أن المعادلة 2.0 توافينا باسلوب عام لتعريف التوقعات الشرطية . 
اذا اعطيت متغيراً عشوائياً ومتغير عشوائي ]2 بمتوسطين محدود ين خاض باستخد ام النظرية ‏ . 
المسماة بنظرية و20 -صملهة1 (راجع [1953] و10 من 17 ٠‏ [1900] 
وروم ص 341 ) فانه هذا يعني وجود دالة وحيدة ل يرمزها بالرمر (1 | 2]7 
تحقق المحاد لة 2.0 لجميع الدوال ( 02٠‏ عند ما يكون التوقع في جهة المعاد لة 2.0 اليسرى 
قيمة معينة . 
بعبارة ثانية : لم نعرف بصورة واضحة في نظريات الاحتمالات المتقدمة مفهومي 
التوقع الشرطي والاحتمال الشرطي وانما عرفنا هما ضمنا كدالة ل تحقق المعادلة 2.0 


ف 


نوضح هذه الخطوات من خلال عرض مفهوم التوقع الشرطي (راجع النظرية 34 ) الذي 

له جميع الخواص المطلوبة . : 0 

لكى نوضح استخد ام التعاريف البديهية للتوقعات الشرطية المبينة في المعادلة 2.6 
نقوم بايجاد التوقع المشروط المبين في المعاد له 2.2 في حالة المتغيرين العشوائيين المستمرين 
المشتركين 1 » 7 . : 
ان . 

2 اك نك (زارنة) سر 1 (10)8 ]ل - [(06 وللآئة 
من جانب ان » نفرض ان [ | ]2 تمثل دالة 5 المعرفة في المعادلة 2.2 
ان 
4 (لارنتابر بر[ (#)وانه ع | 22177 ]ل ] - 11906601 | لا]قلاقة 

(2.8) نك (نتاج[ (نتاوانه حعة | ]22 5-0 


لان 1111118 من العادلتين 28.22 نحصل عل 

(29) سه امل (م)و ايك ( | نام ا ]| ] -0801 00 | ]211 

عند ما نكتب المعاد لة 2.9 فاننا نستخد م الحقيقة الاساسية وهى اذاكان ()رب (نادب 
دالتان ل . حيث 7 

(2.10) 1 - [(م)يم د (م)رم :م ينتمي الى ]م 

فان 


لله [يم]! - (ما 01 ليه ]ل - (0 مات ]ل - [للتممائا 


من المعادلتين 2.1.29 نحصل عل 

(فنم رمع ضام (مون ل ] < اموا | “اثلا 

نحقق دالة :1 المعرفة في جهة المعادلة 2< المعادلة 2.6 وذلك عند مقارنة المعاد لتين 
5 ,20 تحقق الدالة اعلا التعريف الضمني للتوقع المشروط . وهذ! يعني تحقق 
صحة تساوي المتغيرات العشوائية المستمرة المشتر كة [1 | 017 كما معرفة في المعادلة 
6 مع الجهة اليمنى للمعادلة_2.2 وبنفس «لطريقة نثبت اذا كان (1)م عبارة عن 


ا 


اوذا 


متغير عشوائي بمتوسط محدود وكان 2 ,7 عبارة عن متغيرين عشوائيين مستمريسن 
مشتركين فان ( لجميع قيم «#عندما 0 < ير ) 


(2.13) :© ( | لاج ,م1 (00ام ]ل > إنه عا | (7)م]2ة 


مثال 24 


المتغيرات العشوائية الموزعة توزيعاً طبيعياً مشتركاً : 
المتغيرات العشوائية الموزعة توزيعا طبيعيا مشتركا : 


يقال ان التغيرين العشوائيين 1 ١‏ الموزعين توزيعا مشتركا بانهما طبيعيان اذا 
كانت دالة خاصيتهما المشتركة معرفة كما يلى : 


و[(مدكلونتر2 ل مويه ل 000 ح (وةازولة حل 771رلة) 4]وعزه عت («لاردلة) ويح 9 
(2.14) 
لكل عد دين حقيقيين 1 له 
حيث 
طقال حو ,[طالا ح ينه 
(2.15) و[ ]و17 ح دوه ل ]مولا رم 
,م6162 - ,]00 - 2 


وان م عبارة عن معامل الارتباط بين ,2 :25 اذا كان1 > ]م] فان للمتغيريسن 
العشوائيين ,2 ,, 2 دالة كثافة احتمال مشتركة كما يلي : 


(2.16) جبيييي حت (وندررت) يبر جل 
|[(سجم)زسجهارد- (سيه)+ تي )| وجوه » 


لكلمن العددين الحقيقيين 21 ,ونه 
نثبتبعد اعادة ترتيب الاسس في المعادلة ‏ 2.16 ان : 
بع 22 
١ 721)‏ ج210 -- ون 1 محم 1_ 
: و 8 58 6 (32ر1نة) يور جز 
25 1 


2م - 1 لذون 2م - 1 يه 61 
202.1 


ىو 


حيبت 


قروم ع 
(2.18) 0 ح (ه)م 
عبارة عن دالة الكثافة الطبيعية . من المعادلة 2.17 نحصل على 


(9.19) 1 (#شحه)م لل - () روز 


0 مما 0 (مساسيكة ب رين إن ب 
1 م س يحون لثمت ]لدوم - )ع1 > زه | مقا يع ردك 
(2.20) 
نعبر عن المعادلة 2.20 كما يلي : اذا كان ,و2 موزعان توزيعاً طبيعياً مشتركا 
فان قانون احتمال :5 المشروط » اذاكان 1 معلوما » عبارة عن قانون احتمال 
الطبيعي بمتوسط يساوي (د:ه - .) ّم + :وبانحراف معياري يساوي ةم - 1/جوى. 
نوضح ذلك بالرموزكما يلي : 
(2.21) ريص ح ميته و ساد 10 مت ينه ده | وا 
(9.22) 2م -1) نوم ع [رنه حرا | “([21 | ]لظ - )الك 


حيث تعرف كل من م روكرد» ,و 72ر:: بالمعاد لة 2.15 .اشتقاق المعاد لتين2.21 2.22 
كان وفقا للافترا ض القائل بان1 > | م | لكنبالرغم من ذلك نستطيع إثسبات تحقيق 

صحة المعادلتين اذف كان 1 > | م | 

دالة الخاصية » العزوم » «التباين المشروط : 

2 2 22 


تظهر العديد من المتغيرات العشوائية كنتيجة لاختلاط عشوائي لتغيرات عشوائية 
اخرى 
تؤدي دراسةمثل هذه المتغيرات العشوائية » ودراسة مفاهيم التباين المشروط 8 
العزوم الشرطية » دالة خاصية الشرط دورا مهما جدا . 
نرمز لتباين 1 المششروط عندما يكون 3 معلوما بالرمز [ | 1]ه/1 
ويعرف كما يلي 
(2.28) | *(< | 17]77 - ]7 ح رة | ]هه 


نف 


بافتراض ان * > 5 [] في حالة المتغيرات العشوائية المستمرة والمشتركة فان 

(2.24) .ريه جه | راع( ع | ]12 سر 7] - ل - 3 | "امول 
توجد صيغة مهمة للتعبير عن التباين غير المشروط [770:]7 بدلالة التباين المشروط : 

اذاكان ه > [27]172 فان : 
(2.25) ا | ]سدم + زلا | 17 ]نه ]7 ع زا ]مولا 

بعبارة اخرى ١‏ يساوي التباين متوسط التباين المشروط زائد تباين المتوسط المشروط . 
نبرهن المعادلة 2.25 بالاستفادة من الحقيقة الاساسية الاتية : 

اذا كاده > [7]7 فان 
(2.26) .زلا | >(8]70]7 - 11 ]2 


من اجل برهنة المعاد لة ( 2.20 ) نفرض ان 1 ح (0)3 في المعادلة 2.6 من المعاد لة 
6 نحصل على 


(8.27) 2 .رلا | *| [3]لظ - ل | اتاظ - [ :| ]ىه - ١‏ | ]5 د ]سملا 


ان لكل متغير عشوائي ولكل كمية ثابتة 7 ره يكون 
(2.28) .+ زه - إصا) +[ :| [ضاظ - | ]2 > [ :سعد ةا اط 


بنفس طريقة برهنة المعادلة 2.28 نستطيع ان نشبت ان 


]ا - إلا | 8]7) د زلا | :| زلة ] 0 - 7 | ]8 ح إل | | اط - 1 | ]18 - 
(2.29) 


باتخاذ توقع لطرفى المعادلة 2.9 نحصل على المعابد لة 2.25 
منال 28 


مجموع العدد العشوائي من المتغيرات العشوائية المستقلة : 


را ٠‏ عبارة عن عد د انات برتمن | لحشرات فى منطقة -ى ” . نفرض ان 2 
عبارة عن عد د البيوض الموضوعة من قبل حشرة واحدة ثم نفرض بعد ذلك ان ا عبارة 
كلا 


عن عدد البيوض في المنطقة . اوجد متوسط وتباين بز[ 


نستطيع الان كتابة *[ كما في الشكل 'دناه : 


(2.30) .ل سر ا سد ل 


حيث ,32 عبارة عن عد د البيوض العائدة للحشرة: نفترض ا'المتغيرات العشوائية ‏ ,3 
...و لمستقلة بعضها عن البعض الاخر بالاضافة الى كونها مستقلة عن المتغير العشواثي + 


الذي يمثل عدد اناث الحشرات البيوضة . نفترض ايضا تمائل المتغيرات :30 كالمتغير 
العشوائتي ٠‏ بمتوسط وتباين محد ودين . 


قبل ان نجد تباين ومتوسط [ نجد اولا متوسط وتباين 17 الشروطين اذا علمنا 2 

٠‏ اذا علمت ان« ع /فان لآ موزعةكمجموع من المتغيرات العشوائية المستقلة 
ذات المتوسط «التباين المشتركين [77]8 ٠.‏ ]70 على الترتيب وهكذا فان 
(2.81) 


]عت م د زم ع 37 | ]مما ,]لم ع زم ع لق | "(]ط 


نكتب المعاد.لة 1 بعد ذلك بشكل اعم وكما يلي 


]70 ق7ة ع 7ق | ]مه ,81 7ة ع لق | 1]ا 


من المعادلة 2.32 نحصل على 


 )2.33(‏ .تامه8]07[1 - [(87 | ]مه ]7 ,]2 ]ل ع [زنة | “0]1]قة 

من المعاد للات 93 2.25 ,222.26 نحصل على التعبير ين الاتيين للمتوسط 
ولتباين لا 

(9.34) [3] ]7 ع ]27 

)2.35( 


ل ل ااانا 


من المعروف التعبير عن «عزوم وللعزوم المركزية للمتغير العشوائي 2[ ببساطة بدلالة 
دالة خاصية المتغير العشوائي . ١‏ 


(2.30) “م ]ن ع زارب 


مف 


نستطيع ان نحقق ان التعبير عن العزوم والعزوم المركزية الشرطية يكون بنفس الطريقة 
بدلالة دالة الخاصية الشرطية . 
(2.37) .هك دج | “وزو ح ره | )عد سروه 


اما في حالة المتغيرات العشوائية المستمرة المششتركة فان 

(2.38) اك ( | رواج عرة“*ه ل ت (نه | ن) جمرب 
نحصل على دالة الخاصية غير المشروطة من معرفتنا لدالة الخاصية المشروطة وكما لي : 
(2.39) (2) 97 (ه | سا رم 5 > [رة | ““أمإتلائ1 - (مايرم 
ماك 00 ْ 
توزيعات بواسون المركبة : 


اثبت كر' ين وود » » وبول في سنة (1920) ان توزيع ذي الحد ين السالب الفا 
توفيقاً نحوادث معامل المعدات الحربية في انكاترا من توزيع بواسون وذلك خلال 
الحرب العالمية الاولى .اثبتا ايضا ان هذه الظاهرة يمكن توضيحها وذلك من خلال 
اففرض ان عدد الحوادث لكل عامل موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط يوضح 
صفة ذلك الفاعل » ونستطيع ان نعتبر المتوسطات المختلفة للعمال بانها قيم للمتغيرالعشواني 
0 
بصورة ادق .نفرض ان 3 عبارة عن متغير عشوائي موزع حسب توزيع بواسون 
بمتوسط ١‏ ان 
(2.40) لشن ” لضنزانا 
نفترض ان اختيار المتوسط < يكون حسب التوزيع الاحتمالي ()7 مثلا اذا كان 
لاعبارة عن عدد الحوادث لكل عامل في المعمل » فان متوسط عد د حوادث العامل 
< سيختلف من عامل الى اخر .يمكن ان نكتب(2.40) كما يلي ( اذا اعتبرت < بانها 
القيمة المشاهدة للمتغيه العشوائي + بد الةتوزيع (()". ) 


(2.41) 0 بس زر حدم | تس ]ور 


4ك 


داله خاصية : تكون كما يلي 
270 إجعح | “مال "] - رمرم 

0 )9.42( 

ر(/(1-"6)) روح 

حيث (0)سصعبارة عن دالة خاصية م . 
يمثل اسم توزيع بواسون المركب قانون احتمال بدالة خاصية في شكل المعادلة 2.42 والتي 
تظهر عند مشاهدة خليط من الحوادث العشوائية من نوع بواسون . راجع كتابي 
(1942) منمفسطة م اقوة (1943) عمااه؟1 

سنعتبر خالة مهمة وهي عندما يفترض في + ان نخضع لتوزيع كاما ذي المعلمين م <٠,‏ 
نوضح ذلك بالرموز . 


(2.43) ١ك‏ 3 2 ح (نايمب 
المب) - (لت- )دروي 
(2.44) , يعم 0 


الى 
حيمه 5-72 4<« +1 2 


بعبارة ثانية ان ل 5 توزيع دلك الحدين السالب بالمعلمين م ,م نوضح متوسط وتباين 
كما يلي . 


(245) الى ير ورين 


1ك 4ن 
- اق , 
نستطيع توسيع مفهوم التوقع الشرطي ليشمل عدة متغيرات عشوائية بصورة خاصة 
تأمل « في المتغبرات العشوائية .3 , ... ,رز والمتغير العشوائي 1 بمتوسط محدود 
يرمز له < المشروط اذا كانت قيم ,لا ,... ,دلا معلومة بالرمز. . . ,رت | ]2 
[2 2 ويعرف بانه المتغير العشوائي الوحيد ذومتوسط محدود وهوعبارة عن دالة ل 
...رو ويحقق 


4و7 


(2.46) 2 الك 01006060 - الف اك 6 عاد 26 ا اطاط 
لكل متغير عشوائيا,:ز , .'. . ,:ة)ووهو عبارة عن دالة محدودة ل ل ,١٠٠,ا‏ 
المكملات : ٠‏ 
2 بنفس طريقة تعريف التباين المشروط نعرف العزوم المشروط بصورة خاصة تأمل, 
العزوم المركزية الثالثة والرابعة . 
يرمز للعزومين المركزبين الثالث والرابع للمتغير العشوائي 7 بالرموز 

[1]مس ,[#]يم على الترتيب 1 
ويعرفان كما يلي : 

7141 1 )7 - - ااي ,[7[(5] - )2 د لاوم 
بنفس الطريقة نعرف 


,2 | 8( | 8] - ]2 >[ | ٠ادس‏ 
| 4( | 17]ظ - 037 ح ل | لاوس 


اله 
لب 


رالكة | ]امم + 1ل | ]ساك ح [ ]وس 
2 | 77لت]يس +1[ | 7]77]هه؟؟ 1[ | 7ا]ههكاقة -+[[.| “امال ح [ امس 


التمارين 3 


1 اثبت تحقيق صحة المعادلة 2.15 
22 عملية الفروع“التسلسلة الفرعية » التكاثر 
.2706688 ا 10 07 ,00560:06 مه 8 
مجتمع متكون من افراد تلد مجتيعاً جديداً . نفترض ان احتمال اعطاء الفرد 
الواحد من المجتمع :7 فرد ا جد يد يساوي عم حيث 0,1,0-2-0- ان اعداد 
الافراد المتكونة من افراد المجتمع المختلفة عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة . 
يكون المجتمع الجد يد الجيل الاول والذدي سكرم بعد ذلك الجيل الثاني وهلم . 


وم 


جرى . عندما 0--.,0,1-م نفرض ان وز عبارة عن حجم الجيل 
النوني . لاحظ ان 


3 
و(2200 8 ح ابمكة 
سر 


حيث 0ر2 عبارة عن عد د افراد الجيل (1 4 الذدين تكونوا من الفرد 3 
نفترض ان لعدد اولاد فرد مامتوسط م وتباين 2م محدودين 


م > ةزر وو) ( 5 دقو ره > رم زج حير 
عسو 


0س 


. عبر ع [1 عدو | ملا حدر 
1 ح خم وسو 2 
1 حا ف 0[ رن مع | ]م77 حقره 
عم 102 
0 تلميح المت ان 


”قير للك قوير حت 12ر0 ةلم 5ت 11141 


3 يصطاد صياد معين عدداً عشوائياً متغيراً من الحيوانات 27 بمتوسط « وتباين 
د يهتم الصياد في عد د الثعالب الذهبية التي يصطادها . افرض ان 7 تمثل 
عدد الثعالب الفضية المصطادة اوجد متوسط وتباين 7 وفقا للافتراضات الآتية 
إن حادثة اصطياد ثعلب فضي تكون باحتمال م وان هذه الحادثة مستقلة عن 
نوع الحيوان المصطاد وعن عد د الحيوانات المصطادة 3 . 


4 عدد الاصابات التي تحددث في معمل ما في الاسبوع عبارة عن متغير عشوائي 
بمتوسط م وتباين هم . ان عدد الافراد الذدين يصابون بحادثة واحدة مموزع 
بصورة مستقلة كل منهما بمتوسط « 


وتباين 2, 

اوجد متوسط وتباين عد د الافراد الذين يصابون بحادثة ما خلال الاسبوع . 
5 نفرض ان ,3 ١د‏ عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين بصورة مشتركة حسب 

التوزيع الطبيعي يمثلان سعات فولتية الضوضاء المسجلة في نهايتي فترة معروفة ) . 


4١ :‏ 
م/" العمليات التصاد فية 


نفترض أن دالةكنافة احتمالهما المشتركة ممثلة بالمعاد له 2.10 حيث . 1,١‏ - ,م 
0 04 دم ,4 دوه أوجد [1 د ,ع |1 < ونام . 


6 نفرض ان ول عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين بصورة مشتركة حسب 


00 
000 


التوزيع الطبيعي بمثلان المبيعات اليومية ( مقاسة بالاف الوحدات ) لبضاعة معينة 
في مخزن معين ليومين متتاليين. نفترض ان دالة كثافة احتمالها المشتركة ممثلة 
بالمعاد لة 2.10 

حيث 3 ح وم ح ررم , ح وه > رور 0,8 دم 

اوجد #4 بحيث تكون 


,0.05 -1[1 < وتام 
.025 > 21 ح ار8 | ع1 < وترامر 


افترض أن قرارادارة المخزن الاحتفاظ بعدد من الوحدات يكفي لتلبية ) جميع 
الطلبات الواردة في يوم معين باحتمال 0.95 . ماذا يجب ان يكون حجم الخزين 
في صباح يوم معين اذا علمت ان 


(111) مبيعات يوم امس 2,000 وحدة (17) مبيعات يوم امس غير معروفة ؟ 


7 نفترض أن طبيعي بمتوسط يساوي صفراً وتباين بساوي 1 وان التوزيع المشروط ل 


لا عندما يكون -< طبيعى بمتوسط يساوي نهم وتباين يساوي مم ] . 
اوجد توزيع ]3 المشروط عند ما بكون 7 معلوماً . 


8 نفترض أن 7 طبيعى بمتوسط 2 وتباين 7 وات توزيع 24 المشروط اذا كان 


بذدا 


87 عبارة عن توزيع طبيعي بمتوسط م وتباين هم (حيث *6 عبارة 
عن كمية ثابتة ). 


اثبت أن () توزيع < غير المشروط طبيعي بمتوسط ” وتباين ,8م -+ 2م (1) 
توزيع « المشروط :اذاكان :.-< طبيعياً بمتوسط وتباين يحققان 


ا ل 2 
0 ح [نه عدم إ عار 

00 

ع ع إه د ل | ]يوك 


اوجد في التمارين 2.9 الى 2.12 مايلي : 


(:) دالة كثافة احتمال 3 المشروطة اذا كان 7 معلوعاً (30[)1 | 2]77 
مع الافتراض أن دالة كثافة احتمال 22 . 7 المشتركة مبينة ادناه 
> ره >0 كذ ( سه - قرا - (رزرها رط 


ماعدا ذلك 0 
ره >> ن >> 0 رمه ع > 0 ع انحوي س )رز ح (إارنه) ”دل 

ماعدا ذلك 0ت 
,7 >> | نه | ره > ن >> 0 11 حو (نيو سس شرو )ل ح (لارنة) اتدل 

ماعدا ذلك ا 
> بل > مع وي ير قلا حورو و1 

27 
ماعدا ذلك ٠‏ 


3 التوزيعات الاسية المركنة :تأمك انحلال الجزيئات في مد خنة معينة ( او ماشابه 
ذلك . مثل عطب المعدات او وقوع الحوادث ) . نفترض ان الزمن 1 السذي 
تستغرقه الجزيئة لكي بتم انحلالها عبارة عن متغير عشوائي يتبع قانون الاحتمال 
الاسي بالمعلم / لايفترض في قيمة 17 ان تكون متساوية لجميع الجزيئات ٠‏ بل 
ان الجزيئات تكون عائدة لانواع مختلفة ( اواجهزة مختلفة الانواع اوافراد 
باصابات مختلفة ) . بصورة اكثر تحديداً . ا عبارة عن قيمة خاصة لمتغير 
عشوائي ب يتبع قانون احتمال كاما عند ما يكون اختيار الجزيئة عشوائياً مسن 
المد خينة وان دالة كثافة احتمال 

(2.47) ,0 < ن مم1 حامر ل (لا1 

حيث » 6 عبارة عن كميتين موجبتين ثابنتين تصفان شروط النجربة التي تسم 
مشاهد تها . سبق وان افترضنا بان :3 عبارة عن المدة الزمنية التي تستغرقها الجزيئة 


لكي يتم انحلالهاوان 1 يخضع لقانون اللاحتماك اللاسي . نعبر الان عن ذلك 
الافتراض كما يلي : ان قانون احتمال 2 المشروط اذا علمنا 1 يكون كما بلى : 


٠‏ حور ت (/ز | تاس ال 


المطلوب ايجاد قانون الاحتمال المنفرد لزمن الانحلال :3 ( للجزيئة التي تلم 
اختيارها عشوائيا ) . 


م 


4 وجد مصنع معين ان كمية مبيعاته 6[ تكون حسب توزيع كاما بدالة كنافة 
0 < م رمات م يد ت زمر | :و1 


وان م ]8 عبارة عن متغير عشوائي ومقلوبه مم/1 
يتبع قانون احتمال كاما بدالة كثافة احتمال مبينة فى المعاد لة 2.47 اوجد دالة 
كثافة احتمال 3 . 
25 عينة عشوائية لمتغير عشوائي ]د ذات حجم يساوي 8 وان هذه العينة عبارة عن 
قيم مشاهدة للمتغيرات العشوائية 8< ,...,20 ,,ا المستقلة والمنمائلة 
التوزيع كالمتغير :د . 
نفرض ان [ 3 قانون احتمال مستمر . ماهواحتمال كون كل من المشاهدات الثلاثة 
الاخيرة (]2 ,جل ,2]6) اكبر من جميع المشاهدات الخمس الاولية . بصورة ادق 


اوجد 
25١‏ 2" ب1) جقط < (وكة رول رمعة) ستصساط 


اثبت استقلالية هذا الاحتمال عن دالة كثافة احتمال المتغيرات العشوائية المشاهدة . 


تلميح نفرض ( ,7 رول) ستصدح 7 ,ىر (و8 000 ,1) «ومد حر[ 
اثبت ان 
«4 ()[((مان 4-7 > ] -[1 < نااط 
2 (ل)وية ((0)ج ”37 ((0)ع 7 12 " 01 5- 


2-5 [١ )1 - 3ن‎ 
0 


استتخرج قيمة التكامل اعلاه باستخدام دالة بيتا عندما 1 - < :« 1 - < : المعرفة كما 


بلي : 


دك "نه -1) سن ]ا (1 +2 ,1 د )2 


10 + غ11 + س1 5 


(2 يم ل 1 


تعرف دالة كاما عندما 1 - < 5 كما يلل 
نول 2 0عه “رت (1 ل م1 
4ه و1 0 2 11 أو 


15 


نفرض ان بي 0< باجوكة ةر 200 بلك عبارة عن متغيرات 
عشوائية مستمرة متماثلة التوزيع مستقلة . نفرض ان 


٠00 2‏ ر) حقم ح ] اوجد 
)0 ر[7 < مقاط 
02 .7 © بر , ٠٠0‏ رتبوكط) متساط 


نفرض ان .2 ,40,000 عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة حسبب التوزيع الاسي 
المستقل بمتوسطات تساوي 1/2 1/21 على الترتيب . اليبت 
عندما 1,20-0,2 32 ان 

الج + ل )ررح - 201 00 4) قلط ع ر42]ط 


3 خواص التوقعات الشرطية : 


نبين في هذا البند ان التوقع الشرطي نز | 7] يعرف بانه الدالة الوحيدة [ ع 
التي تحقق المعادلة 2.0 وها نفس خواص توقع المتغير العشوائي . 


نظرية 34 
خواص التوقع الشرطي : 


نفرض ان 7 متغير عشوائي عدد حقيقي |7 ,3 ١(8)م‏ متغيرات 
عشوائية ذات متوسطات محدودة . فان 


(3.0) قيمة وحيدة [1 | 1]7 
)03.1 إذاكان 3 + 8 مستقلين [2]7 - إلا | 21 
١ 23.2(‏ بن ع (2 | 6ه 
(0.3 ر(36)ب > (لة | (0)صاظط 
3.4 : | ]له ح (ئة | 2]61ه 
(3.5 ,2 | ]17م ع زلا | 2(17)صالط 
(03.0 2 | 2]177 سل 3 | ]2 ع [لة | 7 د ]2 
6 ,[1 | *1]ا > 20 تعني 7[ > 0 
(0.8 2 | 117 > 5 | 8]1 > 8 | ]8 تعني ‏ 7 > 7[ > ) 


)03.9 1< مس1 له | | 7 |]8 > 8 |( ظ | كاه > | ]ا | 


هم 


ملاحظة : 

تتحقق صحة الصيغ 3.0 الى .ل باحتمال واحد سنهمل التمبيز فى هذا 
الكتاب بين العبارتين : الاولى تتحقق بدون مؤهلات ولثانية تتحقق ماعدا مجموعة من 
الحالات التي لها احتمال وقوع يساوي صفراً . 
البرهان : 


لبرهنة المعاد لة 0 يجب ان نبرهن وجود دالة واحدة على الاقل ( ا تحقق 
المعادلة 2.6 .. نفرض الدالتين ).م و )2 بحيث ان 


(3.10) [) )89 - )8210 
[60 :2901 ع 182198001 


لكل متغير عشوائي (ا)م وجود دالة محدودة (1 
نفرض : 
0 > (صس)وم - (د)رم ضما دوكق ,0 < ر(ماوم - (م)رة زه ع رم 
لكي نبرهن 
(8.11 .0 > [و 4 » قاط + [ 4 ء ]م ع [(8)وم عد )مام 
في المعاد لة 3.10 يتبين ان للمتغير العشوائي المناسب (9)00 


(3.12) .0 > [(3)م - (3) مط )89 


ينتمى الى صف المتغيرات العشوائية فاذاكان ‏ )م --(*#)رظم ع )و 
والتى تحقق المعاد لة 3.12 . : 


(83.183) ,0 > [2| )يم - )د | ]2 
,1 > [0 > | )وم - )د | ]م 
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وهذه هي النتيجة المطلوبة . 
فى حالة عدم افتراض تحقيق المعادلة 3.12 
نتبع ما يلي : 


الدالتان (72,)0 + (8),, | محدودة 


مي تدارا - )و 


3.12 فان للد التين قيم مقبولة للدالة: (60)1 في المعادلة‎ .٠. 


(3.14) 0 ع [()وم - (كة)رمة) لطر لاق 
0ع [()وط - )1 )ير لاطا 


وبما ان 
((2) لط - )1 )ير 1 قصه ‏ ()2 - )1 )1 


وهما د التان غير سالبتين 
.٠.‏ من المعادلة 3.14 نستنتج ان 


(8.15) بإرفء قاط < [0 عد ((2)ء! - )رط قير لاط - 0 
زوم ء ماص < [0 عد ((ل)يط - (ة)رط) )ير 1]ط د 0 


من المعادلة 3.15 نستنتج المعاد لة 3.11 وهو المطلوب اثباته 
برهان المعاد له 3.1 


.٠.‏ المتغيران 72 , 7 متغيرات غير معتمدة 
[)و[]#اظ ع [6ة)و2]!!17 ح [(6)و1ائة 


]2 بحقق خاصية التعريف . المعاد لة 2.6 من المتوقع المشروط 


اذاكانت ءا متغيرين غير معتمد ين وبنفس الطريقة نستطيع ان نبرهن صحة المعاد لة 
8 حيث انه من الواضح تحقيق صحة المعادلة 2.6 اذا افقرضا 
مح رط | 7#]7 رمع لآ 


/ام 


برهان المعادلة 3.5 والتي تتضمن المعادلتين 8.8 + 8.4 من الواضح ان 


0009001 217 1«( و(ن)م! اكد | 8|817 - [60) و( | ]ام ]ل 
7 -_- 


في ضوء خاصية التعريف المعاد له 6 من التوققع المشروط برها المعادلة 
3.5 قد تم 
نبرهن المعادلة 3.6 بنفس الطريقة السابقة 

2151 | 8]8]7 +09)01 | 2]8]1 - [) و( | 8]7 حل 5 | 8]9)]ل 


[(2]17920 + [(287]079)0 ح- 
مب ]27ح 
برهان المعاد لة 8.7 
اذا كانت 0 < 7 اذن لاي دالة غيرسالبة ( (0)5 ) يكون 
1٠ )8.16(‏ | 810001117 ع ([207)و]8 > 0 

نفرض ان المجموعة 4 للقيم ‏ والتي نحقق 0 > [به - < | 9]7 تمتلك » 
احتمالا موجيا . 
نفرض 1- ()م اوصفراً بالاعتماد على © اذا كانت تنتمي ( 4 اوء 
لاتتعمي ‏ 4.. 


.٠.‏ [نه ح- * | ”0)38(8]7 غير موجبة بالحقيقة سالبة لمجموعة من الاحتمالات 
السالبة . 


وعلى هذا الاساس فان0 > [[ | ]2170302 وهذا يتناقض مع المعاد له3.16 
وهذا برهان 3.7 ومن ذ لك فان برهان المعاد لة 8 قد تم نبرهن امعاد لة 
9 من المعادلة 3.8 بحيث ان [737|- - 27 ,| 8 حم[ 


1٠ 20.17‏ > |21 | ]| 
وبناء على ذ لك تم برهان المتباينة الاولى لكي نبرهن المتباينة الثانية : اذ ا كان /2 
متغيراً عشوائياً غير سالب واذا كان 1 < « فان 

82 | 2[(' > 8]2' |] )3.18( 
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نبرهن المعاد لة (3.18) باستخد ام نظرية بتلي ( مقارنة الاحتمالات الحديئة ص 
44 ) 
ووه ه) جح لوساع 


عندما تكون 1 < مو 2 +22 اعداداً غير سالبة . 


(8.19) “([ة | 1[(:)18]2 | 8]2 - 3) < "(0 | الها - 5١‏ 


باستخد ام المعادلات 3.3 » 3.5 » 3.6 بايجاد التوقع الشرطي لطرفي المعاد لة 
9 عند مايكون :1 معلوماًنحص لعل 


1-0 |( | 2]ظ - 2)]ظة *([8 | 2]قا < *([ | 8]2) - إل | '8]2 


وبهذا نحصل على المعادلة 3.18. . وهوالمطلوب اثباته 


التمارين : 


1 نفرض ان 0١‏ <1)700,4 عبارة عن عملية تصادفية لها تزايد مستقل ودالة 
قيمة وسطية محد ودة [8]16)0 ح ()71 
ائبت لاي نقطة زمنية جما > ما > ٠٠١‏ > ؛ > 0 ان 
01 ح ( دجم )ام + (غ) 2 7 [10) ل , ٠٠١‏ ,(0) 2 | (دجم) عفالة 


2 نظام المراهنات : يقال ان العملية التصادفية (0 <:,5)0) ذات المتوسطات 
المحد ودة بانها نظام للمراهنات (ذات المعلم المستمر) اذا كان لاي مجموعة 
زملية ,حسما > مث > ٠0١‏ > وأ > 11 


)كا ح [(مف) 2 ر ٠٠١‏ ,لطاكة | (حجم) طالظا 


بعبارة اخرى 2١‏ توقع (جمغ) 2 الشرطي اذا علمت لقيم ٠١‏ ,)ع 
يساوي قيمة 0500 المشاهدة حديئاً . ابت ان عملية وبنرعبارة عن نظام 
للمراهنات . ( للحصول على معلومات كاملة حول نظرية المراهنات راجع 2005 

. ) ]1953[ ( 
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3 نظام المراهنات ( المتقطع المعلم . يقال ان العملية التصادفية [...,1,2 -»,,) 
ذات المتوسطات المحد ودة عبارة عن نظام للمراهنات ( المتقطعة المعلم ) اذا كان 
لكل عدد صحيح 7 


6 لم2 0 ا جم لأا 
(© ائبت ان التتابع ا لمجموع المتغيرات العشوائية المستقلة المتتالى عبارة عن نظام 
للمراهنات حيث ان متوسط اللمتغيرات العشوائية يساوي صفراً . 
() اذا كانت 801 عبارة عن نظام للمراهنات انبت لاي عدد صحيح 
كر ل ل كي ان كي ال* 


ان 
م > ايم 0 برس ' 


94 


الفصل الثالث 
العمليات الطبيعية وعمليات التغاير الثابت 


115 011131 اك[ 


5261012157 0116© 210 
5 أ 


احدى الاساليب المستخدمة في تطوير مشاكل النماذج الرياضية للظواهر الاعتبارية 
حسب القوانين الاحتمالية هووصف تلك الظواهر بد لالة طبيعة عزومها الاولى والثانية . هذا 
الاسلوب تطبيقات مهمة في نظرية السيطرة والاتصالات الاحصائية وفي تحليل السلاسل 
الزمنية . 
نناقش في هذا الفصل بعصا من المفاهيم والاساليب الاساسية لنظرية العمايات 
التصاد فية التى تمتلك عزوماً ثابنة محد ودة . يوجد نوعان من هذه العمليات هما تطبيقات 
مهمة وهما : العمليات الطبيعية وعمليات التغاير الثابت نلاحظ هذه الاهمية في البنود 


القادمة . 


[-9 دالة القيمة الوسطية وقوة التغاير للعملية التصادفية 
6007848141161 1111 4112 711110110131 15لآ له 77 118411 1111 
65 51001145110 14 211111-01 16 
بصورة عامة لانستطيع ايجاد قانون احتمال المتغير العشوائي من خلال معرفة التباين 
والمتوسط لذ لك المتغير العشوائي مالم نعرف شكل دالة قانونه الاحتمالي الى حد عدة معالم 
غير معينة والتتي تكون ببساطة ذات علاقة بالمتوسط والتباين . مثلا اذا كان 7 عبارة عن 
متغير عشوائي يخضع للتوزيع الطبيعي فان معرفة متوسطه وتباينه يؤدي الى معرفة جميع 


الاحتمالات المعلقة بالمتغير © . 
9 


لكن اذاكان ‏ بخضع لتوزيع بواسون فان قانونه الاحتمالي يتحدد من معرففة 
متوسط ذلك المتغير. 

بصورة عامة عندما يكون شكل دالة قانون احتمال المتغير العشوائي غير معروف فان 
المتغير لانه باستخدام مختلف المتباينات مثل متباينة جيفيجف 7ع طة ع0 نستطيع 

يؤدي متوسط وتباين متغير عشوائي مفرد دورا اساسيا بينما يؤدي دالة القيمة الوسطية 
وقوة التغاير ذلك الد ور في حالة العملية التصاد فية . 

نفرض ان (7غ200147)(,26 عبارة عن عملية تصادفية ذات عزوم ثابتة 
محد ودة . نرمز لدالة القيمة الوسطية لتلك العملية بالرمز ()72 وتعرف لجميع قيم 4 
العائدة الى "7 كما يلي 


(1.1) ,[8]3)0 - ()سم حيث يمثل الرمز 83 التوقع ونرمز لقوة التغاير 
بالرمز )165,7 ويعرف لجميع قيم 5 8 العائدة الى 7 كما بلي 

)01.2 )1 ,(5) ]00 ع (ارو) 16 

حيث يمنل الرمر 6007 التغاير 

مثال :14 


تظهر || كثير من العمليات التصاد فية كد وال لعدد محد ود من المتغيرات العشوائية . 
مثلا : نفترض ان (30 تمثل موقع الجزيئة المتحركة بسرعة ثابتة يمكننا افتراض ان 
10 تكون في الشكل 

(1.3) 71 لوكي[ ح ()لا 
حيث ,0 ١‏ 77 عبارة عن متغيرين عشوائيين : يمثلان الموقع الابتدائي وسرعة الجزيئة على 
الترتيب . تعطى دالة القيمة الوسطية وفق تغاير العملية (0 <:,0)) كمايل : 


01.4 717 ل [من]8 ع [) ]2 ح (71)1 
.7 ]ولا غم ل [17 ,]001 2 + و) م م ]سة17 ع [() 2 ,(5) ]00 ح (ارو) 16 


اذن يتبين لنا ان للحصول على دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير (0 < ,)12 
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لانحتاج الى معرفة قانون احتمال 20 ,7 المشترك لكننا نحتاج الى معرفة متوسطهما . 
تباينهما وتغايرهما . 
مثال 18 


دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير عمليتي وينر وبواسون : 


نفرض ان (0 <001000(,1 عبارة عن عملية وينرذات معلم *مه من 
المعاد لتين 3.3 ١‏ 3.4 في الفصل الاوك ولجميع قيم 0 < ؛ نحصل على 


9ك [وحاة - زيم 


(1.5) ح [() ]مولا 


نحسب بعد ذلك قورة التغاير (/,5)5 2 عندمها / > 5 
لد زول - )تا ,(و) ]م0 > [()لاء ,(م) ]م0 


1( ,]م0 سد [(م 2 - )3 ,(8) ]00ح 
بوم > [(30 11د 


تغاير (7508 ١‏ ()26-- 300 يساوي صفراً لانهما مستقلتان . نحصل على قوة 
تغاير عملية ويئر ذات المعلم 0 كما يلي : 

01.7 5,2) للم م د ,25 لجميع قيم 6< 5 حيث عم 
ناد تعني اصعر القيمتين 

بنفس الطريقة نجد دالة القيمة الوسطية وقوة التغاير اذا كانت (0 </,2/)0) عملية 
بواسون بكثافة تساوي ير : 


(1.8) رام - [(8]07)0 ع امد 


)01.9 #رة) ملح م تح [2) له ر(و) /ا.] حون ع (زارو) 16 


في الحقيقة من المعاد لة )0 1) يتضح ان لكل عملية تصادفية ‏ (0 < 1)0,4) 
ذات تزايد مستقل يكون : 


ِو 


(21.10 15,00 صقم ]عه 17 ع [0) 2 ,(5) ]001 


تأتي اهمية دالة القيمة الوسطية وقوة التغاير من الحقيقتين الاتيتين : 
01١ 6(‏ ايجاد دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير ابة عملية تصادفية يكون اسهل بكثير من 
ايجاد قانونها الاحتمالي الكامل . : 
0:0 يمكن الاجابة على كثير من الاسئلة التي تخص العملية التصادفية اذا عرففا 
دالة قيمتها الوسطية وقوة تغايرها . 

سنوضح في البند 93-3 كيفية استخدام دالة القيمة الوسطية وقرة التغاير لد راسة طبيعة 
اوساط العينة لعملية تصادفية . وتفاضل وتكامل العمليات التصاد فية . 


مثال 10 


العمليات المتزايدة بعملية بواسون 
000 
الم 
21 مووز 013 02006595 اتتعصء تفص عطل 
نفرض ان 0 </,(0)0) عبارة عن عملية بواسون بكثافة تساوي- ” 
(0 < 0,1 كما يلي : 


(1.11) 2700 - (رة + )37 - )ل 


مثلا : اذاكانت (27)0 تمثل عدد الحوادث من نوع معين الواقعة في الفترة من صفر الى 
فان 0 تمثل عد د الحواد ث الواقعة في فترة طوها وبدايتها عند النقطة / 
بينما في الاساس نستطيع تحديد قانون احتمال 2 (00)., 210,000 المشترك 
لاية نقطة من النقاط الزمنية 2 ومن الطيعي ان نذأ دراسنا للعملية 
التصاد فية من خلال حساب دالة قِ قيمتها الوسطية وقوة تغايرها . 
ان دالة القيمة الوسطية للعملية ‏ (0 </,(1)200 المعرفة في المعادلة 1.11 
تكون كما بلي : 
(1.12) مآع [()7ة - (رة + ]) لف]ظ ع [) ]ا - ()1 
15 


نحسب بعد ذ لك قوة التغاير 0 ,]و0 ع (رواكر قد تفترض ان 
؛ > 5 نميز بعد ذلك الحالتين :(0) 2 + م >0 ”2 
) وى <) . في الحالة (11) (1)5. , )1 متغيران عشوائيان 
مستقلان وبهذا سيكون تغايرهما يساوي صفرا . في الحالة (1) نكتب مابلي : 
[7)0ة ح زط حل )37 ,(8)ة - (رق حل ى) (1] 00 ع (روا 1 


[37)0 ح (ظ + )37 ,()ة )7 لد( سس زر حل ع) 37 ]م00 ل 
(1.13) )27 ح (رآ حل )37 ,(0)لة - (رق سل و) 7 ]بن جح 


لان تغاير ()2 - 700 , ()/ة ‏ (م )0 يساوي صفرا . 


نستنتج من المعادلة 1.13 بعد كتابة /4 - (,1 + )ا - )لا - (رل عل ))ثار 
)27 - زرط ل و)7ق عد (رز ب و) ان 


(( -)) رطام د ا حرق + ماك [()) 7ل - (ية ل و) لمامدلا ح (رو)ء1 
(1.14) 


وهكذا سنحصل على قرة تغاير العملية (0 <3)00,4) العرفة بالمعادلة 


011 كمايلى : 
(جميع قيم 0< ) 
رط > |و-ع]]ز (م ع1 )سك ماخر 
(1.15) مط < |ه-ع] كز - 


2 العمليات المتطورة والعمليات الثابتة : 


من المناسب تقسيم العمليات التصاد فية بالمعنى العام الى صنفين : هما الصنف الثابت 
والصنف المتطور . العملية الثانية عبارة عن عملية يبقى لها نفس التوزيع مع مرور الزمن لان 
النظام الميكانيكي الذي ينتج هذه العملية لايتغيرمع تغيرالزمن  .‏ " 
اما العملية المتطورة فهى غير العملية الثانية . 
عملية بواسون (0 < غ0 عملية متطورة لان توضيع 300 يعتمد 
على الزمن . ١‏ 
من جانب آخر تظهر العملية (0 < 1500.4 المعرفة فى المعادلة 11.! 
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وكأنها ثابتة . لأن توزيع عدد الحوادث الواقعة في فترة زمنية ذات طول ثابت يساوي 
لاتعتمد على الزمن : الذي تبدأ فيه الفترة للحصول على تعريف اساسي لعملية الثبوت 
تقوم بتقديم مفهوم مجموعة الدليل الخطية . 

يقال ان مجموع الدليل :1 عبارة عن مجموعة دليل خطية اذا كان لها الخاصية ' 
الاتية : ينتمي مجموع « +: الى 7 لاي عنصرين 4 7١‏ عائدين الى ”2 
امئلة على مجموعة الد ليل اعلاه هي 2,000 ,1 ل ,0) ع ”7 ,419,00 - 7 * 

(0 <: :) ”27 اله >1 > م - ننم ع 1 
يقال ان العملية التصادفية (47)0,467 ذات مجمويعة الدليل ‏ 7 
الخخلي 
)0 ثابتة تماما برتبة ره[ "07067 0 (1207071هاة إأام”اد حيث 5 
عدد صحيح موجب معلوم اذا كان المتجهان العشوائيان ذوا البعد 7 


يق ا زو لكف 


مسماللين بالتوزيع لاية نقطة  4٠٠0,‏ عائدة الى 7 ولاي 
8 ينتمي الى "1 
(ن) ثابتةتماما ات العملية ثابتة تماما برتبة :8 لكل عدد صحيح 35 
لكي نبرهن ان العملية التصاد فية ثابتة تماماً نحتاج الى تحقيق صحة عد د كبير 
من الشروط مثلاً تأمل العملية اللتصاد فية . (0 < 4 ,200 المعرفة بالمعادلة 1.11 
بسهولة نستطيع تحقيقها بانها ثابتة تماما برتبة 1 اذا بذ لنا جهداً اكثر نستطيع 
تحقيقها اذا كانت الرتبة 2 في الحقيقة نستطيع ان نثبت ان العملية عبارة عن 
عملية ثابتة تماما . لانناقش فى هذا الكتاب نظرية العمليات الثابتة تماما لانها 
تتطلب رياضيات معقدة ٠‏ 
يوجد مفهوم آعرلئبوت وهومايسدى بابوت لنقيري » حيث تكون النظرية الخاصة 
به اسهل برهانا ونفيد : ان كثيراً من التطبيقات العملية يقال عنها عملية تصادفية 100,177 
ثابتة تغايرية 7م011 16ها؟ عمدره”ددمه اذا كان لها عزوم ثانية محدودة > اذا كانت 
مجموعة دليلها خطية واذا كان قوة تغايرها 75)5,7 عبارة عن دالة للفرق المطلق 
15-4١‏ فقط . بمعنى وجود دالة ()17 بحيث يكون 


9.1 - )2 ح (اره) 1 
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لجميع قيم : ٠‏ ؛ العائدة الى '4 
اوبعبارة ادق » 7200 لها خاصية ان لكل + ,7 منتمية الى "7 ٠‏ 
(2.2) .200 ح [(ن سل ةر( ]00 

يعني المصطلح الثابت التغايري في هذ |الكتاب بالثابت الضعيف اوالنابت بالمعنى العام او 
الثابت برتبة كمامستخد مةمن قبل بعض الكتا ب مثل م0ه1953[,2] 95 , 206م.1 ,[1960] 482 , 
نطلق على 7500 دالة تغاير السلسلةالزمنية 120,467 النابتة التغاير. 

فى ضوء المعادلة (0 < + ,)1 تعتبر العملية التصاد فية 
في المثال 10 ثابتة التغاير بدالة تغاير( راجع الشكل 3.1 ) 


(2.3) رب > اه كذ ( | ل ملع )م 
لط < إ ماكز 0- 


200) 


711 52 
الشكل 1 , 3 مخطط دالة التغاير( )1 المببنة في المعادلة 2 . 2 
يجب ان نلاحظ اذا كانت العملية التصادفية ذات العروم الثانية المحد ودة ثابتة . 
تغايرية فانه ليس بالضرورة أن تكون دالة قيمتها الوسطية كمية ثابتة . اذاكانت ,00آ1.) 
(0 <: عبارة عن العملية التصادئية المعتبرة-فى المنال 10 فان العملية التصاد فية 


27 
)2.4 [(060 9 ا - )لآ 
ثابتة تغايرية حتئ ولوكانت حالة قيمتها الوسطية . 
(2.5) 9 ده + ردك [(م) 17 ]نل 


7 
تعتمد على 1 ٠‏ ْ 


47 ١ 
مال العمليات التصاد فية‎ 


معنى النبو تية واستخداماتها : 


نوضح الافتراضات المتعلقة بكون العملية التصادفية ثابتة تماماً بالاقتباس الآتى من 

© نم8 ( 19560 ): 

الكون الذي نراه عبارة عن حقيقة مفردة 'لعملية تصادفية ذات اربعة ابعاد ( ثلائة 
مخاور فضائية والمحورالرابع زمني) أن التعبيرالافتراضي الغامض القائل بان توزيع المادة وحركتها 
في منطقة فضائية واسعة هوعبارة عن حقيقة لها نفس التو زيع . 

يمائل الافتراض الدقيق لكون العملية التصاد فية في السرال ثابئة فى ثلاثة محاور 

عملياً ؛ يعبرعن نفس افتراض الثبوتية بالصيغة القائلة بان لكل منطقة فضائية بوجد 
نظام صدفة خاص متشابه في جميع المناطق ويتحكم في توزيع وحركة المادة . 

يجب ان نلاحظ ان العملية التصادفية تكون ثابتة وهذا لايعني ان لدالة عينة مثالية 
للعملية نفس الظهور في جميع النقاط الزمنية . نفترض حد وث انفجار في غابة نائية من 
لعالم خلال مجرى التازيخ . نفرض ان 30 عبارة عن كثافة الصوت في الزمن / في 
الغابة . 


ان(>>م--,(2)0) عبارة عن عملية ثابتة تماماً اذا تم اختيار وقت حد وث الانفجار 

تأتي اهمية مفهوم العملية التصاد فية الثانية من حقيقة برهان النظرية الارجودكية 00016 
7 الاولى فى حالة العمليات الثابتة ومن حقيقة التعريف الاولى للطيف57001:2 
حيث عرف في البداية العملية التصاد فية الثابتة . نناقش في هذا البند معنى النظرية 
الارجودكية نناقش الطيف في البند 3-6 بما ان تعريف هذه المفاهيم كان سهلاً في حالة 
العمليات التصاد فية الثابتة فانه بالامكان جعل هذه المفاهيم تشمل العمليات غير الثابتة والتي 
تتكون بصورة علمية من القسم الثابت والقسم الانتقالي(راجع بارزن [ 1961]). 


نظرد بات الار جو دك : قتاع معطا عتلموع:11 
لكي تكون نظرية العمليات التصاد فية مفيدة في وصف الانظمة الفيزيائية فانه مسن 


14 


آل 


الضروري ان نحسب من المشاهد ات الخاصة بالعملية التصاد فية (0 < ,)1 
الكميات الاحتمالية مثل دالة القيمة الوسطية 
,[) ]8 ع )1 
قوق التغا 
يداد و[ )6 ,(5) ]00 ح (اره) كل 


ودالة التوزيع ذوالبعد الواحد 
١‏ > ()مةاط ع مان 17 


ان السؤال المطروح هواذا شاهدنا سجلاً محدوداً مفرداً ‏ 27 ,2,000 ,1 -/ ,0:00 
للعملية التصاد فية المتقطعة المعلم ( ٠.١‏ ,2 ,1 -: ,0)0ة) اوسجلا محدودا > 0 ,1.100 
(7 > : للعملية التصاد فية المستمرة المعلم (0 < ,0 تحت اي الظروف ( ان 
وجددت ) بالامكان استخدام هذا السجل لتقد ير الاوساط المركزية مثل الاوساط اعلاه 
بواسطة تقديرات تكون ادق كلما يزداد طول السجل 7 

ان مشكلة تحد يد الشروط التي عند ها يكون حساب الاوساط لعينة العملية التصاد فية 
مطابقاً تماماً للاوساط المركزية المقابلة والتي ظهرت في الميكانبكي الاحصائي بادىء الامر. 
الانظمة الفيزيائية التي لها هذا النوع من الخواص تسمى بالارجودك (راجع ص 150: 
:وةل] :و [1934] للحصول على اصل الكلمة ارجودك ) . 
البراهين الاولية الرياضية المقبولة لنظرية الارجود ك ( النظرية التي تخص الشروط التي . 
وفقاً لها تطابق اوساط العينة الاوساط المركزية المقابلة ) اعطيت من قبل درم (19:32) 
امططمزة1  )1931(‏ 0611082283© أثبت .بركوف اذا كانت ١‏ 0 000 
عملية ثابتة تما ماً فان لكل دالة (0)/ بحيث تكون الاوساط المركزية 

[(0)تل)واظطة 
1ح 


تتقارب باحتمال واحد [كلما 7 تقترب الى © ). نحتاج ان نضع شروطاً اضافية 
معينةتسمى (بالمتري الانتقاللي ) لكي تقترب اوساط العينة الى الوسط المكزي 
((3)0)و]ج 202 والذي لايعتمد على . يعطي البرهان الدقيق لنظرية برخحوف 
الارجودكية في كتاب ‏ مطلطواسلك1 (1949) راجع ايضاً كتاب 10806 (1900) 
امه12 (1953) 


14 


مناقشة النظرية الارجودكية للعمليات التصاد فية الثابتة تماما تقع خارج نطاق هذا 
الكتاب . لايشترط في العمليات التصادفية ان تكون ثابتة نماما لكي تخضع للنظرية 
الارجودكية . كما نبين ذلك الان . 

اذا اعطيت اية عملية تصادفية متقطعة المعلمر , ,1,2 ع ,)م 
فاننا نعتبر متوسطات العينة المتتابعة 


2 
)2.6 860 ده - 14 
المتككونة من العينات الاكبرالمتزايدة يمكن ان يطلق اسم ارجود ك على نتابع متوسطات 
العينة (00-.,1,2 - "7 ,30) اذاكانت " ” 


)22.7 > [م اا]نيولا غا 


نفسر المعادلة 2.7 كمايلي :لمتوسطات العينة المعاقبة والمدكونة من د اله معاف 1 
العملية التصاد فية , تبابنات تقترب الى صفر عند ما يفترب حجم العينة 7 الى م 


وهكذ ا نستطيع في حالة حجوم ال ولتي 
المركزي بصورة تقريبية . 


7 
(2.8) 70 4 +7 ]17 ع جل 
1ص 


لعظم دوال العينات التي يمكن مشاهدتها . 

بصورة عامة يقال أن العملية التصادفية ارجودكية اذا كان لها خاصية استخدام 
اوساط العينة ( الزمن ) المتكونة من سجل المشاهدة كتقريب للاوساط ال ركزرية(او 
المجتمع ) . الطبيعة العامة للشروط ون التصادفية لكي تكون 
ارجود ك مبينة في النظرية التالية ( راجع بارزت [1958] 
نظرية 24 . 1 


الشرطان اللازم والضروري لكون متوسطات عينة العمليات التصادفية ارجودك 
نفرض أن (2,2.00 ,1ع ,(7)0) عبارة عن عملية تصادفية لها قوة تغاييمر 
7 0 ,]م0 - ورم 


عبارة عن دالة محدودة » اي توجاء كمية ثابتة 160 بحيث يكون 

(29) . و > (ارا) 36ح [() ]مم1 اد 1ت 
عندما تكون ... 1,2 -/ نفرض ان 007 عبارة عن التغاير بين متوسط العينة 
رقم : 3],١‏ والمشاهدة رقم ) ٠‏ ()2 : 


0) > 0017), 31 - ص1‎ 1 1١ 6.10( 


لاجل ان تنتحقق صحة اللمعادلة 2.7 0007 اللازم والضروري لذدلك 


بعبارة ثانية تكون متوسطات العينة ارجود ك اذا كان الارتباط ( للتغاير) بين متوسط 
العينة ,234 والمشاهدة الاخيرة )2 اقل ثم اقل مع تزايد حجم العينة والعكس صحيح. 
ملاحظة : فى حالة غملية التغاير الثابت ذات دالة التغاير (4)0 


(9.12) 350 1 - مم د+- مه 


بتقارب التتابع 2 5-5 1 ,0 ع « ر(ه) 110 الى صفر عند ما تقترب 9 الى 8 
اذا كانت 

(2.13) 0ع (0) 2 غا 

ويقال انها نقترب الى صفر في متوسط مزودع عندما تقترب « الى © اذاكانت 


(2.14) ع (زن)1 0 ذآغا 


يمكننا ان نبين ان المعادلة :2.11 تعني المعادلة 2.14 نحصل من النظرية ‏ 24 على 
الصيغ الاتية : 

متوسطات عينة العملية التصادفية الثانية التغايرية ( 2,0٠١‏ ,1 ع ,)12 
عبارة عن ارجودك اذا اقتربت دالة تغايرها (8)0 الى صفرفى متوسط 55:0ون) عندما 


تقترب « الى © الشرط اللازم لكون متوسطات العيئة عبارة عن ارجودك هو اقتسراب 
)1200 الى صفر عند ما تقترب « الى © . ١‏ 


برهان نظرية 24 ان العادلة 27 تعني المعادلة 2.11 حيث نحصل على ذلك 
من الحقيقة الانية باستخدام متباينة يامو خط80 
١‏ أقاهة 7 غ1 > ل لق]عة؟؟ [0)عن]مة؟؟ > :| ()0 | 
لكى تبرهن ان المعاد لة 1 تعني المعاد لة 2.7 نبرهن اولا الصيغة الاتية : 


(2.15) [(8) ]سه د حم - [ملقام 
حيث 00-00 لكى تبرهن المعادلة 2.15 تكتب 


[0) 2 ,(72) 60032 2 2 2+ ([(6) ]دولا ًّ ح 14 ]و17 م 
]م17 ٌ_- 0 ,10 ]00 2 8 2- 
1 ]سو ٍِ 10 0 9- 


لكي ننبت ان المعادلة 2.11 تعني المعاد لة 7 وهي ضوء المعادلة 2.15 نحتاج ان 
نثببت أن 2.11 تعني ان : 


100 دعا 


0 
ا اصيه ايم | ك8 هرم 1 
لف > 3 كن 3 1221 


والتي ستقترب الى صفرعند ما تقترب ” الى © ثم تقتربب 27 ثانيا الى وهوالمطلوب 
اثباته . 

نستطيع توسيع مفهوم ارجود ك لمتوسطات العينة, لتشمل السلاسل الزمنية الممتمسرة 
المعلم . اذا اعطيت عينة (7 > / > 80(,0) فان متوسط العينة يعرف كما يلى : 


1 
60 ب م1 
قبل ان نناقش طبيعة ‏ 247 نناقش اولا معنى وخواص التكاملات التي يكون تكاملها 


عبارة عن عمليات تصادفية . نوضح هذا المفهرم في البند القادم . 
6 


التمارين 


احسب لكل من العمليات التصادفية ‏ (0 <1300,4 العرفة في 

التمارين 2.1 الى 2.12 مايلي : 

() دالة القيمة الوسطبة [9]7)0 ح )م 

(11) قوة التغاير [2)0 ,(5) ]00 ع (رو) ل 

(:61 دالة التغاير (2200 اذاكانت العملية ثابتة تغايرية 

1 8 + 4 - جل[ حيث ان 4 ١‏ 8 متغيران عشوائيان مستقلان كل 
منهما موزع حسب التوزيع المنتظم في وحدة الطول . 

82 ترم +8 + هل - )ا حيث 4 ,8 , 0 متغيرات عشوائبية 
مستقلة لها متوسط يساوي 1 وتباين يساوي 1 


83 اس صلة 8 داب وم 4 ع (200 حيث ه كمية ثابتة موجبة 4 . 8 
متغيران عشوائيان غير مرتبطين لهما متوسطان يساويان صفرا وتبانان 
يساويان 62 1 

2.4 (0 +س)ده )72 ١‏ حيث ه كمية ثابته موجبة 0 موزعة 


توزيعا منتظما في الفترة من صفر الى 2 افرض في التمارين 2.5 الى 
7 ان (0 <77)(,4) عبارة عن عملية وينر بمعلم يساوي 0 ٠‏ 


5 ()17 - (ة + )”17 - ()26 حيث 4 كمية ثابتة موجبة 
6 )17 +4 > )ع حيث 41 كمية ثابتة موجبة 
7 )77 غك ع قاع حيث 2 متغير عشوائي مسقل 
عن عملية (0 <247700,4 موزع توزيعا طبيعيا بمتوسط ” 
وتباين *.ه . 


8 نفرض ان (8+ممر-)5_ حيث 70 عبارة عن دالة دورية 
ذات دورة تساوي .2 وان 0 موزعة توزيعا منتظما في الفترة من صفر الى.آ 

9 موجة الجيب الحقيقي ذوالتردد العشوائي والطور العشوائي . نفرض ان 
(0 +4 )وم - )2 حيث 4 ١‏ 0 عبارة عن متغيرين عشوائيين 


مستقلين . 0 موزعة توزيعاً منتظماً في الفترة من صفرالى 27 ول 4 دالة 
كثافة احتمال ١-((ض‏ +1)>) - (2)يرر 


0 موجه الجيب التي يكون لها طور عبارة عن عملية تصاد فبة . تعرف 


(8)ب ع اس) وم - )3 حيث ٠ه‏ كمية ثابتة موجبة وان 
(0 ح ١,8)ما‏ عبارة عن عملية تصاد فية معرفة كمايلي 


)17 - (1 )77 ح )ب 
حيث ان (0 177001 عبارة عن عملية ويئر بالمعلم 2ه 


1 نفرض أن ,(اره مور + ترف ومو ر4) “200-75 حيث ان #عبارة 


عن عدد صحيح » وانث وله ٠٠,‏ ريه 5 كميات ثابتة موجبة » وان 
و .4 8,٠0,‏ :41 متغيرات عشوائية غير مرتبطة لها متوسطات 
تساوي صفراً وتباينات تساوي ‏ [ترظ]ظ -[ثرم]ت هر على 
الترتيب . 

٠ 22 4300,/1< 00 2‏ عبارة عن الاشارة التلغرافية العشوائية ( المعرفة 
في البند 1-4 ). 

3 نعرض ان (0 <2)014100,4 عبارة عن عملية تصادفية لها قيمتان 
4 :8 على الترتيب هما الاوقات. التي تتغير فيها القيم الموزعة حسب عملية , 
بواسون بمعدل متوسط ” . تكون قيمتا 4 7 أي من الاعداد الحقيقية ا 
ابت ان العملية ()7 يمكنتمنيلها بالمعادلة 4.1 من الفصل الاول 
حيث 20 عبارة عن الاشارة التلغرافية العشوائية . اوجد دالة. القيممة 

الربظلة قوة التغايرودالة خاصة ()7 ذات البعدين . 

4 نفرْض ان 0 <000./2) عبارة عن عملية تصادفية بتزايد ثابت 

مستقل يحقق 0 ح (2)0 


1ح و2 سل “أم)) إس]دري ع (او رب 


اوجد دالة القيمة الوسطية 3 قرة التغاير , وؤدالة الخاصية ذات البعدبين 
للعملية واحد - ناقص واحد (0 <:,300) العرفة بالمعادلة 4.4 


في الفصل الاول . ” 


5 الموجة التربيعية لبواسون ذات السعات العشوائية . نفرض ان 300 عبارة 
عن عملية تصاد فية يتكون رسمها البياني من اجزاء افقية وطفرات ازمنة 
حد وثتغير قيمة )2 تكون حسب عملية بواسون بمعدل متوسط « 
القيم المتتابعة التي تأخذ ها العملية عند تغير قيمتها في كل فترة زمنية عبارة 
عن متغيرات عشوائية مسبتقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي ا ذي العزوم 


الثانية المحدودة . 

6 نفرض أن سس «زه - (32)0 حيث هس موزعة حسب التوزيع المنتظم فى 
الفترة من صفر الى +2 . () ائبت ان ,12 ع ا ,ا 
ثابت تغايري وانها ليست ثابتة تماما . (1) اثبت ان العملهية 
(0 < 0,1 ليست ثابتة تغايرية وليست ثابتة تماما . 

7 ائبت ان كل تتابع 12.0 ,24300 هن المتغيرات العشوائية 


المتمائلة التوزيع يكون ثباتاً ماما برتبة 1 . 

8 نفرض ان 3 ١‏ '( عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين توزيعا طببيعيا 
مستقلا بمتوسطين يساويان صفرا وتباينين يساويان 1 نفرض ان التتابع 
,0,1,2 يعرف كما يلي : 

1 اذا كانت / ليست من مضاعفات الرقم 4 وان 
1 -00 اذاكانت / مضاعفات الرقم 4 ابت 100,121,201 
ثابتة تماماً برتبة ؟ لكنها ليست ثابتة تماما برتبة ف 

9 اثبت اذاكانت (1200,/67 ثابتة تماما برتبة 8 فان ‏ (8/)0,/67) 
ثابتة تماما برتبة "1 لأي عدد صحيح 1 اقل من + 

0 ائبت ان الاشارة التلغرافية عبارة عن عملية ثابتة تماما . 

روج برهن ان العملية ‏ (0 <1100,2 العروفة فى المكملة 24 من 
الفصل الاول () ثابتة تغايرية (11) ثابتة بصورة تامة . 


0-3 تكامل وتفاضل العمليات التصادفية : 


اذا شاهدنا العملية التصادفية (0 <7)0,4) بصورة مستمرة في الفاصلة 
77> : > 0 فانه يهمنا في هذ | المجال متوسط العينة . 


)03.1 0 )26 “اده 
قبل المباشرة بايجاد متوسط وتباين 7 يجب ان نوضح اولا - تعريف التكامل فى المعاد لة 
1 وتحديد الشروط المطلوبة لوجود التكامل : 


التعريف الطبيعي لتكامل 40 2000 "ر العملية التصادفية في الفترة 5 > 1 > ه هو 
عبارة عن غاية المجموعات التقريبية : 


)0.2 ولنسية ح يرم 20 الإغا- ()ع2 1 


تؤخذ الغاية ضمن تقسيمات جزئية للفترة [06,5) الى فترات جزئية كما مبين ادناه 
2م > 00١‏ > 1غ > ادن حيث اطول فترة جزئية ‏ (1ما --غا) 0 
تقترب الى صفر . 

لاجل تعريف عمليات الغاية المستخدمة في المعاد لة 032 نعتبر مختلف انواع التقارب التي 
يمكن لتتابع المتغيرات العشوائية ان تقترب اليها . ان من اهم انواع التقارب هو التقارب 
باحتمال واحد التقارب في الاحتمال » التقارب في مربع المتوسط . 


اذا اعطيت متغيرات عشوائية 221,295,0٠٠‏ فاننا نقول 


)00 ان التتابع (,7)+1 يتقارب الى 7 باحتمال واحد اذاكان 

03.2١‏ 21-1 عءة غاام 

4 يتقارب التتابع (-12 الى 2 في الاحتمال اذا كان لكل من 0 < » 
03.4١‏ ,0 >1 < |2 حمتة |]5 غا 


ل 


)2 بتقارب التتابع 42,0 الى 2 في مريع المتوسط اذاكان لكل 
متغير عشوائي ,2 مربع متوسط محد ود.واذا كانت 
)3.5 2|350 حية |]#8غا 


للحصول على العلاقة بين انواع التقارب يراجع القاريء كتاب الاحتمالات الحديثئة ص 
5 ندرس فى هذا الكتاب بصورة رئيسية التقارب في مربع المتوسط . 


ان لعائلة المجموعات التقريبية فى جهة المعادلة 3.2 المعنى غاية معينة بمعنى التقارب في 
مربع المتوسط ؛ ان الشرط اللازم والضروري هاده الغاية هوان يكون لحاصل الغمس رب 
[2)0 (8) ]2 الذي يعتبر دالة ل (,5) تكامل ريمان ضمن المجموعة 
(5 > ؛ > رط > : > ه :لره)) راجع 1086 ,[1960] ص 472) 


نستخد م النظرية الاتية بكثرة في هذا الكتاب والتي سنذكرها بدون برهان . 


نظرية 8384 
نفرض ان )0 < 100,1 عبارة عن عملية تصادفية مستمرة المعلم ذات 
عزوم ثانية محد ودة ١‏ وها دالة قيمة وسطية وقوة تغاير 


)8.6 ر[(0) ]12 ع ()نه 
3.7( و[ ,(ه) ]00 ع (رماء1 


عبارة عن دالتين مستمرتين 4١ 5 ١‏ يعرف التكامل 0 وكأنه غاية 
في مربع المتوسط للمجموعات التقريبية الاعتيادية المبينة في المعاد لة 3.2 لكل 0 < م<م 
نحصل على متوسط ؛ مربع متوسط ؛ وتباين التكامل كما يلي : 


(3.8) 22000 ا -ئه [0) عاق ”آل - إنه 0ل 8 

ملك 45 [(7)0(ه) عنائة “ل > [ اك ع () 6ه ع “."ر أل - || اك (0 3 را | 
(0.9 م 0 93 

١‏ .01 05 (5,0) 1“ ح إل 5 [(4) 26 ,(5) 00126 ”ع |4 00 *] إسلا 
(8.10) 


ل 


4,6, اضافة الى ذلك » فان لاية اعداد حقيقية غير سالبة © را‎ ١ 


(11.ة) ‏ ,[() 801 ]1 اك ]هه ا[ - إله 1600 “] مه ]| 
(8.12) «(ارق)كة 2 “إل هه "ل > لك 30 رمه (8غة أ م0 


نستطيع ان نذكر المعاد لات 3.8 ,3.9 ,3.11 بديهيا من خلال العمليات 
الخطية للتكامل وتبديل مكان التوقعات . يمكننا من المعاد لتين 83.8 + 3.9 
استنتاج المعاد له 3.10 : 


3" |41 3600 | -[ا بك عد أن - زه قاع لأس 


- ]ا‎ / 17]: (1 )0([ 45 41- ١ [١ د‎ 
- ١ 1 )17]76 )6(16 )0([ - )6(7:)(( 05 0 


08 لف عل (ار) ع1 "ل - 


بنفس الطريقة . نستنتج المعادلة 3.12 من المعادلتين 83.8 , 8.11 
بما ان (/,5) دالة متناظرة ( اي ان [5,0) 1 ج (ور1) 1 
فاننا نستنتج من المعادلة 3.10 التعبير المهم الاتي : 


ْ (8.18) .(ارة) 1 05 ' ل[ 50 ل[ 82- 4 0ه ل ان 


1 مثال : 34. 


ازاحة الجزيئة في الحركة البراونيه الحرة : 


تأمل جزيئة تتحرك على خط مستقيم عند اصطد امها بجزيئات اخرى . نفترض ان 
العدد )37 لعدد مرات اصطدام الجزيئة الى ان يصل الوقت الى # هوعبارة عن عملية 
بواسون بمعدل متوسط « نفترض انعكاس سرعة الجزئية عند اصطد امها مع جزئية 
اخرى . وهكذ! فان سرعة الجزئية ستكون « او «- حيث « كمية ثابتة معلومة 
اذا رمزنا لسرعة الجزئية في الزمن + بالرمز 7)0 واذا كانت سرعة الجزئية الابتدائية 
(7)00 باحتمال متساوتكون « اوه- فان 
-)(1”)0 ح )7 


اخيمه 


غبارة عن الاشارة التلغرافية العشوائّية . الى حد كمية ثابتة مضروبة تساوي « وهكذا فإن 
ل 0١‏ <17)0,4 دالة قيمة وسطية وقوة تغاير مبينتان ادناه : 
انح افون بك [() 8([7) 87]7 ,0ح [() 27 


حيث ,8-9 ٠أذاويزة‏ قد ارالازاعة من الو في الزمن صفراً الى الموقع في الزمن 
؛ بالرمز )2 فان 


“411 )7 “أ ح )عا 
نوضح ذلك بصورة اساسية 
[علف بطق (ون) ”7607 "بل “ول إقة > [*! “1ه 707 “أله 
(8.14) لف باه [(وط) 17() 2]7 “ل “)اح 
بماان [22]7007)0 دالةل 0:) مستمرة فنحصل من النظرية .84 
على قبمة موجودة للتكامل ‏ 247 (7)0 / ( وان هذه القيمة عبارة عن غاية في مريع 
المتوسط للمجموعات التقريبية الاعتيادية وتساوي تكامل ريمان ) وان لهذا التكامل عزما-ٍ, 
ثانيا يحقق. المعاد له 3.14 . وهكذ! فان مربع متوسط الازاحة سيكون ١‏ 
(ح اث مثيه ريق "ل ل[ 2 > [*| 2607 | آظ 
7 5 
61 64-14 حت 
عند ما تكون الفترة الزمنية قصيرة جداً اوطويلة جداً فسأن مربع متوسط الازاحة 
سيكون 8 
. 21 8 
(6» جه غ) -1 |0 اط 
,(0-غ) - 
اي ان 
اك 0 امع +غا 


| “100 ]ضمغا 


مال315 


تكاه' عملية وينر . نفرض ان (0 <14700,1 عبارة عن عملية وينر بمعلم 
يساوي :6 
نعرف عملية تصادفية جديدة 2 (0 <1))0,4 كمايلي : 
05 3*0 ر] - 2)0 


تعرف عملية (0 </2)0,1) بتكامل عملية وبنر. 


ان اول خطوة في ايجاد قانون اختمال العملية (0<: )7 2 هي ايجاد دالة 
قيمة العملية الوسطية وقوة تغايرها . بماانت 0-[(2]1)5ر لجميع قب فيم ووان 
0< <؛ م ونح [()ة (ه) ]ع (ارواع ]1 عنىما0 < 5 < افاننا نحصل من 


النظرية 232 على : 
(3.15) لجميع قيم 5ه 06-0 [(6 1706 ' ب - (0) ]1 


نجد تباين (2,20 قبل ان نستخرج قوة تغايرها : 
(لرلة) +16 40 مه ]9 - (مساعكة بيه مه - [(0) ]1 
صف أ “مح ثم ررك مه 10 
وهكذا فان 
(8.16) ُُ ح [() 2 ]مولا 
لايجاد قوة تغاير (7)0 نكتب (18 5 عندما 0 <5 < غ كما يلي 
.(6) غ(د -) حمل ((ه) ع - (860) “. + (208 - 200 


بما ان 1 (1)800,4<0 0 تزايداً مستقلاً 
اذن 


0.17 )16( 2]ل(ه -ع) + [(م) *18]2 - [() 182512 


الل 


ان 
[(5) 0(76) ]17 * 1 - 91 () 2 * / (8])5 ع [(و) 2 1 
(3.18 “مم ا ح رول له 9 م- 


نحصل من المعادللات 6 3.17 , 3.18 عندما يكون ,0 < 8 < 6 على 
“مث جم (و سع) ل تهثم 4 حت [(0) 5(2) 1827 
(8.19) .(-غة) 6 


مثال 30 


المتوسط «التباين لمتوسط العينة . تأمل عملية تصادفية (0 < 800,1 انعم 
مشاهدتها بصورة مستمرة ضمن الفترة الزمنية 4 > ؛ > 0 من النظرية 3:1 يتبين أن 
لمتوسط العينة 117 المعرفة في المعادلة 3.1 متوسطا وتباينا يحسبان كما يلي : 


يد 
(8.20) 20000 / - [م ااا 


ع 4 2 
6.21 ر(اره) 16 5 ا 0 / - [ملامم1 
حيث 7000 و ,05 عبارة عن دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير العملية على الترتيب 


نفترض . كمثال . ان 200 تمثل عدد الوحدات التي تقوم بتأدية الخدمة في 
نظام انتظاريحتوي على عدد من القنوات الخدمية غير المحد ودة وان هذه الوحدات الخد مية 
تكون مشغولة في الزمن ؛ يمكن ان نبرهن ( راجع البند 4-5 ان دالة قيمة 100 
الوسطية وقوة تغايرها يكونان كما يلي : 


لجميع قيم برد > (712)4 
(3.22) ,0 < اره لجميع قم 64-09 وبريرج (إرو) +1 


اذا افترضنا مايلي : (:) وصول الزبائن عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة 
تساوي « , (31) ازمنة خدمة الزبائن عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة . كل منها موزع 


١1١ 


حسب التوزيع الاسي بمتوسط د , (11) استمرارية عمل نظام الانتظارلمدة طويلة . 
من المعادلات 3.20 ,3.21 , 83.22 يتبين ان لمتوسط العينة 7117 متوسطاً وتبايناً 


: لكت 
ف 
)ع ول ]2 ا [+ 4]ه17 
(م - 01)1 1 فك 
(8.28) واج 2 ا 


نستطيع تحديد طول فترة المشاهدة الزمنية المطلوبة لتقدير المعلمين « ٠‏ بم بدرجة من 
الدقة محددة مسبقاً وذلك باستخدام المعادلة 3.23 وبعض المعلومات السابقة حول 


مشتقات العمليات التصادفية : 


نفرض ان (0 < 120,4 عبارة عن عملية تصادفية ذات عزوم ثانية محدودة. 
تعرف المشتقة )37 كما يلي ا 00 


(824) اك ل 0-1" 


حيث تؤخذ الغاية على اساس التقارب في مريع المتوسط . يمكننا اثبات وجود قيمة 
للجهة البمنى من المعادلة 3.24 كغاية في متوسط المربع ان وجدت قيمتا الغايتين 
[اعل نا لاك ون 


1/ مر 


00١1 ١ 04 0 21600 ع اي‎ 80 


3.25( 


صلا 
مثا ,مهم 


والعكس صحيح . الشرط اللازم لتحقيق صح المعادلة 3.25 هو () امكانية 
تفاضل دالة القيمة الوسطية 7700 (11) المشتقة الجزئية 

ا : 
(2.26) ,و 16 8 
كلد ©" 


تكون موجودة ومستمرة . يمكننا ان ننبت وفقاً لهذه الشروط ان 


00 زر 1 3 1 20 : [() ]17 
58950 ََ ُ 5 3 1 0 1 0 [() امار (ع) ]00 


06.27) 


0 
سا1 وعم 


متم ]حت ع [(غ) ل لع 00 


ا 
1 جّ - 


نلاحظ بديهياً في المعادلات ١3.27‏ 3.28 , 3.29 امكانية تبديل موقع عمليات 
النفاضل والتوقع ؛ وبنفس الطريقة نلاخحظ في المعادلتين 38.8 ٠:‏ 3.9 امكانية تبديل موقع 


عمليات التكامل والتوقع . 
يقال ان العملية التصادفية (0 < ,11500 تفاضلية في مريع المتوسط ان وجدت 


قيمة للمشتقة )1 كفاية في مربع المنوسط ولجميع قيم 0 < / 


(0 < 800,1 عبارة عن عملية ثابتة تغاير بين توجد لها مشتقة 


نفرض الان أن 
300 لجميع قيم 0 < ) 
السؤال المطروح : هل ان عملية المشتقة (0 < 200,1 ثابتة تغايرية نفرض ان 
(23.30 7 ح )برها ع (ارو) ع 1 
عبارة عن قوة تغاير 0 < : ,1:0 اذن قوة تغاير (0 <13700,4 يتكون 
كما يلي : . 
(8.81) و( عع "7 ساح (اره) برل - 
حيث 2 
(8.39) (0 م« جك - (م) برقا 
. وهكذا فان عمليه المشتقة 


72 200 


عبارة عن المشتقة الثانية لد الة التغاير 
2109 تعطي كما يلي 1 


(0 < ,1300 ثابتة تغايرية بدالة تغاير 


(3.83) .0 "1 ع (0) سا1 
وليل 


م/8 العمليات التصاد فية 


نلاحظ ان العملية التصاد فية الثابتة التغايرية ذات دالة القيمة الوسطية المتفاضلة تكون 

تفاضلية في مربع المتوسط اذا امكن تفاضل د الة تغايرها مرتين والعكس صيح. 
نلاحظ ان العملية الثانية التغايرية ذات دالة التغاير 
110 


لابمكن تفاضلها في مربع المتوسط لانه لايمكن تفاضل )7 عند النقطة 0م 


معادلات التفاضل التضادفية : 


في كثيرمن الانظمة الفيزيائية ترتبط الكمية الخارجة )2 (والتي يمكن ان تكون » 
ازاحة » انكساراً سرعة ٠‏ تياراً ) بالكمية الد اخلة 0 ( قوة ٠‏ فولتية » تيار) بواسطة 
معاد لة تفاضلية . اذاكانت الكمية الد اخلة عبارة عن عملية تصاد فيةفان الكمية : 
الخارجة )2 ستكون عملية تصاد فية . وهكذ | سنعتبرالعملية التصاد فية )3 الناتجة 

. بن حل المعادلات التفاضلية الخطية . 


(3.34) )1 >0 01) مه عل ٠١‏ لجر ه) 0 () رم سل (ن) فج () ون 


حيث ان الد الة الداخلة )7 عبارة عن عملية تصادفية وان المعاملات 2:0 عبارة 
عن دوال غيرعشوائية ( والتي تكون كميات ثابتة اود والاً ! ؛ ) . العملية التصاد فية 7])0 
التي تحقق المعادلة 3.34 يقال انها نتيجة حل المعاد لة التفاضلية التصاد فية . تؤدي منل 
هذه العمليات التصاد فية د وراً مهماً في تحليل السلاسل الزمنية . وفي نظرية الاتصالاات 
الاحصائية ( راجع المخال 868 ) . 


متباينة جيجيجيف. للعمليات التصادفية : 


تعتبرد الة القيمة الوسطية للعملية التصاد فية وكانها نوع من دوال - الاوساط حيث 
تتجمع ممختلف مفاهيم العملية حولها اوقريباً منهافي حالات معينة نستطيع تحديد الموقع 
المجاور للعملية بحيث تقع مفاهيم العملية ضمن ذ للك الموقع المجاور باحتمال قوي . مثلاً ٠‏ 
يمكننا برهنة النظرية الاتية والني تعتبركمتباينة جرنسنجيف للعمليات التصاد فية ( مقارنة مع 
مانغنطك1 [ 1958 ع])ء اذاكانت (0 < 100,1 عبارة عن عملية تصادفية 


١1_15 


نظرية 38 


نفرض ان (0 > 1 > ,0 عبارة عن عملية تصادفية في مريع المتوسط 1 


افرض ان 

1( | )2 ]8 ع )06 
(8.35) بج[ | )"ا | ]1ل) ع (01 0 
فان 


(30) 0 000000 لل + ((ن)*0 + (ه) *0 > [(00 1 مع انه 


ملاحظة / 


رم" مس اص > و < | 0ن ينعا 
اذن توافينا المعادلة 3.30 بحد اعلى لاحتمال الحادثة > <|3)0| لبعض قيم 
٠‏ # الموجودة بين م > ؛ > » اذا رغبنا في ايجاد حد أعلى لاحتمال 
[ لجميع قيم > اكه ( > | لس نك اام 
وقوع العملية التصاد فية ضمن مزطقة محد دة مسبقا حول دالة قيمتها الوسطية في 
الفاصلة ١‏ > ؛ > ه فاننا نستطيع الحصول على ذلك باستخد ام المتباينة : لجميع 
قيم ) 
ذ> اكه 1>|()س- ما |]م 


:2 00 1 دو [( اث انع احا اع 


لكي نوضح هذه النتائج . دعنا نتأمل العملية التصادفية الثابعسة التسايرية 
(0 < 100,2 ذات متوسطات تساوي صفرا ودالة تغاير 


ا 0 ل اف 


حيث » كمية ثابتة موجبة 


بما ان 
وأ"ا* ولتم ست (و) 19 
و(1 > | ف [ع) المت حر نيهر 


فان 0 <5)0,4) تفاضلية وان 2 
.أ > (0) ”8 سح [ | )2 | ]ل 
بما ان 1- (20 > [68]500 لجميع قيم ,؛ فان لكل فترة من » ارط . 


©( -0) +1 > [():2 مده ]5 
٠.‏ 6 05 
برهان النظرية 8 لاحظ اولا ان 


031 (ل) 3 (يو) ج17 6 ل[ 2 - (6) 3 ح به (ن) عزج ' [ 2+ )2 ع )نير 


اذن لكل في الفترة من » الى م 
(0) 12() جره [ 2 - بق () عة() اجن “ 1 2 (0) “16 ل (ه) 0 ح () 2 
+41 | 0/7 260016 | “] 2س (0) نا سد وم 0 > 


نتيجة لذلك ستكتب مايلي : 
| (:ت > (م)/26 | “إل سد ((0)* لاد (م) 0ج بك () ثلا وده 
6 50 ده 
بعد اخذ التوقعات نحصل على : 


| (ن 2زم 36 81 *] + ([(0) ]9 سد [(م) ]9 > [(20 وبع ]2 
8 5 5ك كت 
ل ''([() ”جف [ زرو ةجر 7 8 ا[ + ([(6) :]2 سد [(م) 52 > 


التمارين : 
أوجد في التمارين 1 ال,3.4 متوسط وتباين متوسط العينة 


حيث (0 <12000,4 عبارة عن عملية نصادفية توصف في التمرين ذوالعلاققة 
034 ( < اروس عبارة عن عملية بواسون بكثافة ؛ 
05 


2 «0 </ ,م4 عبارة عن الاشارة التلغرافية العشوائية ( المعرفة في البنه 
32 050,20 عبارة عن عملية تزايدة لعملية بواسون ( المعرفة في المخال 
10 3 
4 (0 < 000,1 عبارة عن تكامل عملية ويئر( المعرفة في المثال )2 
5 البت عدم امكانية تفاضل عملية وينر في مريع المتوسط . 
تأمل في التمارين 8.6 الى 8.11 عملية تصادفية ثابتة تغايرية 
(0 < ,)ج224 ذات دالة قيمة وسطية يمكن تفاضلها ودالة تغاير. 
(0 معطاة : () هل توجد مشتقة تصادفية ()'7 ( كفاية في مربع 
المتوسط ) () ان وجدت مشتقة تصادفية اوجد لكل عددبن 
حقيقيين د ,/ ما يلي 3 
ر[2]0)01)0 جم 


[( سد )3 7]3*)0 ,[(ن سل )16 () 216 () 
0 4 


لاحظ ان » ١‏ 8 كميتان موجبتان ثابتتان 


36 || ل إن 
3 ماه )عدم > (10)0 
58 8 < ه معطم رالله ده ل 000 - )1 
49 اهدع - (20)0 
0110 : علج - 0 
2321 | #ه من - 800 


اوجد في التمارين 3.12 الى 3.14 قوة تغاير العملية دا وشجة 
(0 < ؛,0)) المعرفة كما يلي : 
,45 * )مدوم 


حيث 3 كميةثابتة موجبة . وان ل (0 <3)0,4) قوة تغاير معطاه 


3.2 (ارة) منص 2ه ع [) ل ,( ]001 


ينل 


١5‏ (0 << ار عبارة عن ثابت تغايري بدالة تغاير 


١14‏ 0 < ,ا عبارة عن ثابت تغايري بدالة تغاير 
1 > زه| غ]ئ][ 21-1 رمم 
ماعدا ذلك 0- 


1 العمليات الطبيعية : 


يتضح الدور الاساسي للتوزيع الطبيعي ( توزيع كاشيان ) في النظرية الاختمالية كمايلي 


(أ) يكون توزيع العديد من المتغيرات العشوائية المستخدمة في تطببقات نظرية الاحتمال 

(ب) ان قانون الاحتمال الطبيعي اسهل وانسب ف في التطبيق يو عه تؤدي 
اعمليات الطريقة دوا هما في تظيةالعليات الحثولية بي 

(أ) تقريب العديد من العمليات العشوائية بالعمليات لطعي 7 : 

(ب) دراسة العمليات الطبيعية اسهل من دراسة العمليات الاخرى . 


المتغيرات العشوائية الموزعة توزيعا طبيعيا : 
توزع المتغيرات العشوائية .3 3:,.٠-,‏ توزيعاً طبيعياً اذا كانت دالة الخاصية 
المشتركة لهذه المتغيرات لاي عدد حقيقي مه ,1000 كمايلي : 


410( أملابركازنة د 2 ح-- ونا يله امه - زجله ا 1ه 3 0 
1ق 1ق 


حيث ٠0ر2‏ ,1 ع 6 رق 

وان 

)4.2( ]0 - 4 0000 د 1 
اذا كانت لمصفوفة التغايرات الاتية : 


3 1 وقيذا- 06 6 
)4.5 كط 06- ووك1 | جر 


مكل ٠08‏ ومك1 1,1 


116 


مصفوفة مقلوبة 
ار 50 1 
| : دم 
بيد 7 52007 1 
فاننا نستطيع برهنة أن [ ,لا , ... ,:3 كثافة احتمال مشتركة لاي عدد حقيقي 


رمت ٠٠0‏ رد وكما يلى ١‏ 
)يزه ٠00‏ رولك 1د 26 1 


(4.4) 8 إ(يد سيج #كا(ر: رنه) 2 2 35686 3 000 3 


وان | 2 | محدودة المصفوفة 12 نستخدم صيفة مقلوب 
كنافة الاحتمال المشتركة للمتغيرات العشوائية 2 2,٠00,‏ لكي نبرهن المعادلة 4.4 


. وكما يلي 


(ينة , 0٠8‏ روثة )يد 2 2 


(4.5) 9 5007 002 بي لوشيك ا اهادي 0 ل 0 ل 0 - 


لحني ايفن اماد 4.4 بصورة كاملة نحداج ان نبرهن اولا لاي عد د حقيقي 
#1٠٠0, +‏ ولاي مصفوفة معرفة ‏ (ر1) لها مقلوب (1 ان 


له ١‏ 01 بكارلا 22 4 - رريرهه ب 1 أصيه ل / 
0 ادر _- 9- 


2/2 
(4.6) 2 . لكلا ا 3 4- امه 00 جه 


في حالة اشتقاق المعادلة 4.0 يراجع القاريء كتاب نض و0 (1946) ص 118 
او (1956) سعصلء 11 ص 105 
تعريف العملية الطبيعية : 
تعرف العملية التصاد فية : (7 16 ,1000 بانها عملية طبيعية اذاكان لاي 
عدد صحيح « ولاي مجموعة جزئية 2,٠00,‏ ,00141 عائدة الى 7 تكون 
المتغيرات العشوائية ()8 ,20000 موزعة حسب التوزيع الطبيعي المشترك 
16 


. 


بمعنى آخران دالة خاصية هذه المتغيرات تكون معلومة لاي عدد من الاعداد الحقيقية 
علة ى * * * رهلة الله وكما بلي : 


ف وك ** 2 12211111 


٠٠١+ 5‏ حل (ر) لدرس] ة درجي | ع 


47 2 لك و(زا) ]| 0007 ارم 2 0 [(ر) مأتلره 12 أده -- 


باستخدام المعادلة 4.7 نحصل على معلومات مفيدة في ايجاد قانون الاحتمال 

بصورة كاملة للعملية وايضا من معرفة دالة القيمة الوسطية [7]1)0 وقوة التغاير 
20000 

تعتبرعملية وبنرعبارة عن مثال للعملية الطبيعية . نبرهن ان عملية وينر !0 < /,1)0) 
عبارة عن عملية طبيعية ؛ ضوء المعادلة 7 ٠‏ لكي نبرهن ذلك ننبت ان دالة خاصية 
١ 3000٠0200‏ المشتركة ( « نقطة من النقاط الزمنية ,.),0..,,) تكون 
على شكل المعادلة 4.7 

1 ماري لل ارو 2 1 - امت حت زرلا ريت كل وري ترىىى, وري دك 
عملياً لايمكن برهنة ان العملية التصاد فية عبارة عن عملية طبيعية وذلك من خلال تعريف 

المعاد لة 7 وانما باستخدام النظريتين 448 , 412 


الاجراءات الخطية على العمليات الطببعية 


ان اي عملية تصاد فية . مثل 0س زنع 4ك مه ر()ئة رع م3 أل 
بالامكان الحصول عليها عن طريق الاجراءات الخطية على العملية الطبيعية وهذه الخاصية 
من اهم فوائد العمليات الطبيعية . نبت صحة هذا القول بالنظريات الآتية : 


نظرية :43 
الخاصية الاساسية للمتغيرات العشوائية الموزعة توزيعاً طبيعياً : 


تفرض ان م20,3. ,ركز عبارة عن متغيرات عضوائية موزعة توزيعا طبيعيا بصورة 
مشتركة . نفرض أن .ا ٠-١,‏ ,درط عبارة عن دوال خطية للمتغيرات ,3 , ..١‏ ,,20 


ول 


مم6 ٠٠.01‏ ل وكرويه لل ايم حر[ 


(4.8) : : 
06 ل ل 5 حبني 

ان 2 ...2 ستكون موزعة توزيعاً طبيعياً بصورة مشتركة بد اله خاصية مشتركة : 

د و00 به يقر 4 - متايه يقر |هع د لنعر ٠:‏ : رطاروييررم 
)4.9 

بينما فى حالة +« 9,٠0١,‏ ,1 > ف ري 
(4.10) مره + ...دك ره > [وطاط 
4.11 رو كام ]0037 ب برمورم 5ت لآ ]ه00 
1عسارة 
البرهان حقق اولاً ان 


لد 7 


(4.12) + إبرمرن د كا ددا د -0 2230 


إسرا اسن كر اعر اعر 


عند ما 1,000 جح نفرض أن برعرلة !لح بن من المعاد لة 412 نحصل على 
2-1 


(4.13) 00 2000 كت زرراة رلنة )ل رو 


اذا اوجدنا قيمة الجهة اليسرى للمعادلة 4.13 وذلك باستخدام المعادلة 4.1 نحصل 
على النتيجة المطلوبة . 
مثال : 44 

باستخدام النظرية 14.6 نحصل على ان عملية ويئر (0 < 13)0,8 . عبارة عن 
عملية طبيعية وكما تلاحظ ادناه : اذا اعطيت « من النقاط الزمنية 
سط > 006 > 10580 > 0م إفرضض أن ١‏ ,000ل :1 ,لم 0 عرال 

0 را 1 

من الفرضيات السابقة تكون 1١1100001‏ مستقلة وموزعة توزيعا طبيعيا وبذلك 
0 0 )ا كترتيب خطي ( 
00 .آذك 00 100,0٠0,‏ موزعة حسب التوزيع الطبيعي المشترك 
وات ز0 < ؛ ,ا ل ل 


١ 


نظرية 
افرض ان التتابع (20) عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة حسب التوزيع الطبيعي 
وان هذه المتغيرات نتقارب في الوسط التربيعي الى المتغير العشوائي 7 . اذن 2 يكون 
موزعا حسب التوزيع الطبيعي . 
البرهان : 
لكي نبت ان 2 موزع توزيعاً طبيعياً » تنبت اولا ان دالة خاصية 2 
يمكن التعبير عنها بدلالة الوسط والتباين وكمايلي : 


.]ا لط - مامه ح (له) وب 


وهكذا برهن ان 2 موزع توزيعاً طبيعياً اذا اثبتنا ان 


(4.14©) ,() وب > (0) م92 صا 
(4.15) ]7 - إرة]نهة'١1‏ نذا ,[2]5 ح [ز,2] 2 سنا 
نحصل من الحقيقة الاتية : 


0 :|2 حءة | إل سنا 


٠‏ على ان 
,0 جح [8| 2ع رت | ]118 > [| 2 حمق | ]ظ > | [تاظ - [ءه]8 | 
0 جح []| 2 ع م2 | ]2 إن | > | [قم ب «قستو ]8 | ع | (نمرم - (ل) رم | 
.0ج [2 ع ,]88 عل | 2 م2 |]8 ع [ت ]هه > :| إضاه - إءركاء | 


عند ما تقترب7 الى © وهذا هوالمطلوب اثباته . 
مثال : 413 


افرض (م > ؛ > م - ,(2)0) عبارة عن عملية طبيعية ثابنة تغايرية ذات وسط 
يساوي صفراً ودالة تغاير (220 . اذا فرضنا بالامكان اشتقاق (70 اربع مرات ان 
200 يمكن اشتقاقها مرتين في الوسط التربيعي . 


ان لاي 8 ستكون المتغيرات العشوائية ‏ 230)0 "00١‏ ,)3 موزعة توزيعاً طبيعياً 
مشتركاً بمتوسطات تساوي صفراً ومصفوفة تغاير مبينة أدناه : 


يفن 


[0) *023) 21 (0) ]7 [()002) لط 


0 [(0) 004 اط 120 
)240 [01)0) 2710 [(0 0026 11 


(0©)00ه - 0م ٠‏ (200 
(4.16) 0 ١200ل‏ 0 - 
(7202)0 0 (202)0 - 


حيث تمثل مشتقة (70 رقم :/ عندما تكون )200 ...1,2,0 -م 


الاساليب غير الخطية للعمليات الطبيعية : 


ان للعمليات التصادفية (0 <7)0,4) التي نحصل عليها من العمليات الطبيعية 
باستخد ام الاساليب غير الخطية اهمية خاصة في التطبيقات الجارية على العملية التصاد فية 
للحصول على نتيجة لاخطية . ندرس في هذا الكتاب المشاكل البسيطة المعلقة بالاساليب 
غير الخطية للعمليات الطبيعية ونقصد بالمشكلة هو ايجاد دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير 
العملية التصادفية 0 <7)0,4) الناتجة عن العملية الطبيعية بسبب الوسائل 
اللاخطية . 


نظرية 40 


افرض ان (0 < ؛ ,3)0) عملية طبيعية لها متوسط يساوي صفراً وقوة تغاير (/,12)5 
نكتب في حالة الاعداد غير السالبة مايلي : 


(4.167) (رظ) ع1 ح [()2 1212 
(4.18) . ,)2 216 ع [()2 ]سو 
(4.19) (#رة)* 216 ح [0)* عار (م)2 ]00 
04.177 و( حل غرط) 1 ح [(7 حل :)3 (0) ]17 


 )4.187(‏ ,( حك رغ)2 كل سل (1 سل غ رط سل )1 (,0) ع1 ح [(1 سل )3( ]سو 
لط + )2 , (« حل 5) 16 (8) ]001 
(4.197) .لط + )1( حل غرع) ع1 حل ( سل 4 لل حل 8) 1 (8,0) 76 سس 
البرهان : 
مباشر نحقق صحة العاد لتين 4.17 . '4.17 
0 


لكي نبرهن المعادلات ,'4.18 ,4.19 ,4.18: “4.19 تثبت اولا المعاد لة “4.19 ان 
[( )16 () 1-8016 8) 26( 2]0 ح 1 20020 2 + :61 ]00 
(4.20) .201+ )1112( + 5 2 (8 0] ئلا - 
لاجل تقييمالحدالاول في جهة المعادلة 4.20 اليمنى تستخدم الصيغة العامة الاتية للعزم 
المضروب الرابع للمتغيرات العشوائية الطبيعية ذات الاوساط التي تساوي صفراً 1 
]1[ ]2 ح ينو كوه اط 


+ 87] 
+ 7] 7] )4.21( 


نبرهن المعاد لة 4.21 باستخد ام الحقيقة الاتية 


(4.22) . .(0 ,0 ,0 ,0) يوري ب ام 5 05 مد 


6 
0711 0100 01 014 


2107 


 )4.23(‏ . 1ت الارعمن م 1+ -إمت حت (4له رولا ردلا ونلا جر وجر, ركد جك 
لتسهيل عمليات الكتابة » نفرض ان © تمثل جهة المعاد له 4.23 اليمنى ثم عرف 


4 
كك الالاره رج حورة 
2-1 


اذن 
1 الات 
رالآو 1 01 
0 
07 ]12 - ملسلا ؟ - يبن يبرج 
03 
([كامة | تلمط -+ [مكادكة ]تقس + [وكقدئة ]للم -+ ملسلمط- )؟ - يرو يرون موق 
04 
7 تلمآسة - غلم ]لاسامة - سلماسططام - 2 
[14 | تاوراوط > إو علو عا تلسطآسة - 
2 2 ] تاسماسة نتسوا [1 1 كن للوساورآ وحن 
1 101111000110003 
(4.24) 


]1[ ]7 + 
من المعادلتين 4.22 2 4.24 نحصل على المعادلة .4.21 . 


تتحقق ضحة المعاد لة 1 حتى لوكانت بعض التغيرات العشوائية 4 روك روك ركم 
متطابقة .تفاصيل المعادلة 4.21 موضحة في المكملة 45 . 


تفف 


باستخد ام المعادلة 421 ' نحصل على ان جهة المعاد لة 0 اليمنى تساوي 
000 112135 + 260 (2]368 + [ج1 سد )ةر د م ]7 )ةزه ]19 
وهو المطلوب اثباته في حالة المعاد له . 
مثال 40 ظ 
نفرض ان (م >:>م-,()) عبارة عن عملية طبيعية ثابتة تغايرية لها 


توسطات تسا أودالة تغاير (8)0 .ان 
و وي صفر 0 >1 كم ,)18 
عبارة عن عملية تغاير ثابتةقذات دالة قيمه وسطية . 


(4.25) (2)0 ع [()2 2 ح ()تي1 
ودالة تغاير : 
٠ )4.26(‏ 21 ع [(ن سل )2 2 , (2)1 ]007 ع (م)ت 11 


ان حل اسئلة العمليات الطبيعية يكون اسهل من حل العمليات التصاد فية الاخرى. 
والامئلة على ذلك كثيرة ومنها مشكلة توزاع عدد الاصفار في الفاصلة » الى ( للعملية 
التصاد فية (0 < ؛ ,(200) اومشكلة تحديد توزيع القيم العليا 
اروم 
للعملية التصادفية ضمن الفاصلة » الى 6 تظهر هذه المتاكل بصورة طبيعية في 
الارسال الاذاعي » الموجات المضطربة ؛ الاجهاد » ودراسات التعويل ‏ برؤنازطهناه: 
ووزودؤم وحتى باستخدام العمليات الطبيعية لهذه المشاكل فانه من الصعوبة بمكان 
ايجاد حل كامل لها . 
يحتاج الشرح المفصل لهذه المشاكل الى رياضيات معقدة تقع خارج نطاق هذا 
الكتاب. نوضح في المثال 8 تطبيقات هذه المشاكل فة الاحصاء . 


المكملات : 


44 نعبر عن دالة كثافة الاحتمال المشترك للمتغيرات العشوائية 2 ٠٠١,‏ ,د ,:2 
ذات التوزيع الطبيعي المشترك ولاسباب عديدة بدلالة ارتباطهما «دم وتباينهمما 
2ه وكما يلي : 


7 14 
وفك > [ ]امه | ع عرو م يروم 


فنا 


ابت بدلالة نظير مصفوفة الارتباط م 


0 355 11م 
: :-1- 
م 3 م م 
ان صيغة دالة كثافة- الاحتمال المشترك ل © من المتغيرات العشوائية الطبيعية 
المشتركة تكون كما يلي : 
32 0 8 0 لا 1 
5 ( فاق 0 م[ناكب ل 0 9 -]صه 4 


حيث [١م|‏ محدودة المصفوفة م 
48 البت في حالة المتغرين العشوائين ,+ ,و الموزعين توزيعا طبيعيا مشتركا متوسطين 


يساويات صفراً وتباين 2 61 2ه على الترتيب ومعامل ارتباط ,م ان 


,12 (قووقرو(2م - 1)وللا4 - (2ووولا + قرو رب )20 - 1) ع [لتتويس خسنو ]وز 


4.27١ 
: تلميح : اثبت ثم استخدم الحقيقة الاتية‎ 
س مم) ع و0 يرل (ثراه + يرهؤ2 + تهه)(1/2) حم ل لح‎ 82(- 12, 
البت في حالة المتغيرين العشوائيين,,:ابمتوسطتين يساويان صفران‎ 40 


00], 22]122[( 2. 


0 العزم الرباعي لحاصل ضرب مربعات متغيرات عشوائية طبيعية . اثبت اذا كانت 
المتغيرات ,تر ,.ة ,رد, ,تج موزعة توزيعا طبيعيا مشتركا 


واذا كانت 4 1 عدن ,[ر ]5 - قري حدرلة فان 
]72 ]477 +[ 1و عط ]82 [ ود ل ]4 ح [و ناو ناولا 1نا]ئة 
]412 + 
]17[ ]17[ 2ط زه 1 101216 + 
]17[ 216 ]17[ 112( :]162 3 
]1077 + 


4 عزوم العمليات الطبيعية العليا. افرض ان (7 ع : ,(0):) عبارة عن عملية طبيعيةبد الةقيمة 
[():2]وسطين تساوي صفراًائبستعد م وجود جميع الرتب الفردية لعزوم (): وان رتب 
العزوم الزوجية يمكن التعبير عنها ا رتب العزوم الثنائية بالصيغة الاتية: 


شل 


افرض ان » عدد زوجي صحيح وانء.؛,....,.#عباره عن نقاط عائدة الى ,7 وان 
بعضا من هذه النقاط تكون متطابقة ان 
(4.28) ,[ل:)6ة0_ ا كةاظ ٠٠١‏ ]38 - مما ٠١‏ نكم 


حيث يكون المجموع ضمن جميع ترتيبات تقسيم النقاط * الى 2/ زوجياً 
ان عدد الحدود الموجودة في المجموع تساوي (8()0-1 -م) ...1.8.5 
تلميح : اوجد تفاضل دالة الخاصية ٠‏ المرجع الدور الاساسي الذي تؤديه المعاد لة 
48 في نظرية الحركة البراونية هوكتاب ر(1945) علعءطمعاطتآ صم عمو؟2ا ,332 .م 
معاد لة 42 


45 صنف العمليات الطبيعية المتعلقة بعملية وينر. افرض ان 0 </,3)00) عبارة 
عن عملية طبيعية بمتوسطات تساوي صفرا وقوة تغاير بالشكل الاتي 
> 16 (5(001)س ح [()5(1) ]8 ح (ارواعز 
لبعض الدوال المستمرة »)٠(‏ (2)0 اذا كانت النسبة 


0ه 
0 00 
مستمرة ومتزايدة بصورة مضطردة وبد الة مقلوبة0:)0 فان العملية 
للكساة - مر عبارة عن عملية 


ويئر ( حيث1حء) . مثال . اذ اافترضناان 0 -1): - 505,0 عند ما؛ > 5 فان ‏ . 
2 +1070/1 ع >2)0 ,1 6/ > )ره ,) -1 > ()ه رن ح رون 
(مصدر هذه النتائج من كتاب [زن 1949] مهم ) 


التمارين : 


لكل من العمليات التصادفية 0 < :,72)0) المعرفة في التمارين 4.1 الى 4.5 . 
() احسب 200533840 1 
( احسب ‏ ,[2)0 ,(00:])8 - بو 
(1) اذكر 20 اذا علمت أن العملية تغابرية ثابتة . 
(1) اذكر هل أن العملية طبيعية أم لا . 
افرض أن العملية (0 <77)0,4) في التمارين 4.1 الى,4.3 عبارة عن عملية 


ور بالعلم + . 


مفلا 


-1/1) 017 - 1) ح )2 اذاكانت ,1 >82 >0 
0- اذا كانت 1 <) 
4.2 ر(8 )8017 حم ح (1) 2 حيث 8 كمية موجبة ثابتة 


43 172 ع 20 


4 العملية ذات الارتباط التام ,:< - وين حيث 3 موزعة 2و,م)27 
وي ,0< -ن + م" - وعجر حيث (0 <:,(1:0) عبارة عن عملية طبيعية ذات 
لفحم جح ز(ن د ع) 1 ,(غ) 00111 ,8 عل به ح [() 1]ئا 
6 هات مثالاً يوضح وجود متغيرين عشوائيين د و اوج لكل منهما توزيع طبيعي 
مفرد بدون أن يكونا موزعين توزيعاً طبيعياً مشتركا . 1 036 


تلميح : افرض أن :7 , وآ مستقلان وموزعان (200,1 . نعراف 


,0 < 7 11 (171ن) ح وري 
,0 >5 14 (2:1 ع رة) ع 


7 عملية مع ط جه ار(1 جاع 071251 


بالامكان تكوين نماذج للحركة البراونية تعطي مفهوماكثر واقعية من عماية وينر. 
احدى هذه النماذج هوعملية عاموطدولط1-مزعئئعم0 (نسبة الى علووطهواط0 » 
مأع كوم :[1930] راجع ([1942] طمم ) . يقال أن العملية التصاد فية +0 < 00,١‏ 
بانها عملية عاععطصع اانا -ستعغمم 0 بالمعلمين 0<ه ١‏ 8<0 اذا كانت 

!8 حويم سد [(4) تار (و) ]01 ,0 ح [(0 1ط 

عبر عن عملية عاموطدهل!ئآ-م«ءهد:0 2 بدلالة عملية وينر وذ لك باستخد ام 

المكملة 41 . : 


05 غاية العمليات التصادفية عبارة عن عمليات طبيعية : 


من المعروف أن المتغيرالعشوائي + المو زع حسب توزيع بواسون بمتوسط < يوزع بصورة 
تقريبية حسب التوزيع الطبيعي اذا كانت < كبيرة . بعبارة ادق افرض أن 


-_ 1 


اي 
تر 


25.10 


ل 


أعبارة عن التعبير القياسي ل: (بمعنى ان *ئ2 دالة خطية ل :7 لها متوسط يساوي 
صفراً وتباين يساوي 1 ) . أن *لد موزع تقريباً حسب التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 
صفراً وتباين يساوي 1 أوأن لكل عدد حقيقي ,له . 


(5.2 2ن - 2 (ر)عيب ع1 سر 


نستخد م المشاهدة الاتية لكي نبرهن المعاد لة 9 . افرض أن © عبارة عن متغير عشوائي 
بلوغارتم دالة خاصية لها المفكوك الآتي لكل عدد حقيقي ,» . 

(25.3 7س | م سل نيمي ح بموررة > (ن) رم 108 

حيث ,]70 -ش. ,[8]35 - ب غ1 عبارة عن كمية ثابتة موجبة مستقلة عن 
» وان 0 ترمز لكمية تعتمد على ,, وذات قيمة مطلقة اقل من 1 . 

أن للمتغير العشوائي القياس م( - ت) ب *نر لوغارتم دالة خاصية 


046 
(25.4) | ك2 د يوق سس > (ي) برب 108 


تعني المعاد لة 3 المعاد لة 5.4 و ذلك من الحقيقة الآتية : 
اال بيه - للا رم 
نناقش برهان المتغير العشوائي 1 الموزع حسب توزيع بواسون بمتوسط < الذي يكون 
توزيعه طبيعياً عند ما تكون كبيرة كما بلي . أن لوغارتم دالة خاصية 3 كما يلي 
(5.5) “| | 0+ ب جين ع (1 - “#و)ىم كع (ر) رب ع10 
اذن تتحقق المعادلة 5.3 عندما 2-2 ,مغ من العادلة 4.ق 


(05.6 9 بو | و شيو ب د (ب)هيم يها 
(لة 5 7 
نرى فى المعادلة 5.6 ان »ير , (72)0,1 تقريبا عندما تكون قيم « كبيرة. 


العمليات التصادفية الطبيعية التقريبية 


يقال ان العملية التصادفية 417 ,000 طبيعية تقريباً اذا كان لكل 
مجموعة منتهية ‏ 200,6 دأ بدلا متغيرات عشوائية (,2])0 , ٠٠١‏ ,(2)19 ,2/01 
موزعة تقريباً توزيعاً طبيعياً مشتركا . بعبارة ادق يقال ان العملية التصاد فية 41 ع 1 ,)12 
بعزوم ثنائية محدودة ولها قانون احتمال يعتمد على معلم ما انها طبيعية بالعزم عند ما 


الحمنلا 
م/4 العمليات التصاد فية :8 


يقترب ذلك المعلم الى حد معلوم » اذا تحقق الشرط الاتي لكل مجموعة منتهية ٠‏ ,1 ,7 
٠+‏ عائدة الى '7 : ان دالة الخاصية المشتركة للمتغيرات العشوائية القياسية 
و(0ظ)* 2 ٠٠0‏ )»يي حيث 


7 66001 
تحقق ( لكل 1408 ,5" رزلة ) ما يلي ع 


2 
0 0ظظ م سج (مله ر ٠٠١‏ رولة ردلة) ()*25, ...ا (و4)*لت, رريع سرك 1085 


)5.8 
عندما يقترب المعلم الى الحد المعلوم » حيث 
)9 لاع( 20 ب (زي)) جز ,زر )م 


[() ا[ (2ة) غ0]ء 


عبارة عن الارتباط بين 00 , 200 


ميشاك 5 ش 
عملية وبنركنموذج للحركة البراونية : 
نرى النموذج الاتي لحركة الجزيئة على طول خط نتيجة للاصطد امات العشوائية 

الهائلة للجزيئة مع الجزيئات الاخرى . افرض ان الجزيئة عند الوقت صفر - تكون فى 
الموقع صفراً افترض ان الازمنة بين الصدمات المنتابعة عبارة عن متغيرات عشوائية 
مستقلة موزعة توزيعا اسيا بمتوسط نستطيع ان نوضح ان عدد الاصطد امات 0 

في الفاصلة من صفر الى ؛ عبارة عن عملية بواسون بكثافة «( راجع بند هج ) . 
نفترض ان تأثير الاصدام على الجزيئة هو تغيير موقع للجزيئة بمسافة تساوي » اورم 
باحتمال يساوي 1/2 في كل اتجاه . 
نمثل الموقع (300 للجزيئة في الزمن : كما بلي : 


2 


(5.10) ب 2 )2 
حيث ,لا مقدار تقيير الجزيئة نتيجة للاصطدام , . نفترض في المتغيرات العشوائية 
170 ان تكون مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي لكي نحصل على 
> [ه ‏ ع 18م ع إن ع ج[]صر 
حيث » كمية موجبة ثابتة معلومة . يمكن ان نوضح أن (0 < ؛ ,3)0) عبارة عن 


لل 


عملية تصادفية بتزايد مستقل ثابت وبدالة خاصية ذات بعد واحد ( راجع عمليات ‏ 
بواسون المركبة فى البند 4-2 ). 
6.110 11 - “1ق امت (مت) يبرب 108 
باستخد ام المفكوك الاي نحصل على 
7 لاه *ايها القام - (لاققسة ع [1 - شام ]وز 
ثم”| نه | 0ل ثوثة ساح 
حيث 0 و 1 |6 . اذا عرفنا 
بدو د نو 
فان لوغارتم دالة خاصية )75 يكون كما بلي : 
(2)5.12 قة | يه | هه عل اتوثيية سح (نه) رو عجرب 108 


افترض الان اقتراب كثافة الصدمات”< '!:. وان حجم كل صدمة يقترب الى صفر 
بطريقة معينة بحيث يكون جاصل ضرب 27 هلا يساوي كمية ثابتة (تمثل مجموع مربع 
متوسط ازاحة الجزيئة في وحدة الرمن) . اذن 

1 م قلصهة (لا عرب ع1 
وهكذا ستكون (0 < / ,(7])0) بصورة تقريبية عبارة عن عملية وبنر وذ لك لانها موزعة 
بصورة تقريبية حسب التوزيع الطبيعي بتزايد مستقل ثابت . 


مثال :58 


استخد ام العمليات الطبيعية في ابجاد توزيع تقريبي لأختبارجودة توفيق دوال توزيع 
معينة . اذا علمت بوجود مشاهدة مستقلة ا ,... ,3 بدالة توزيع مستمرة مشتركة 
محدودة ()” ٠»‏ نختبر الآن الفرضية القائلة بان حالة التوزيع المعلومة (-) تكون 
صحيحة وذلك بمقارنتها مع دالة توزيع. العينة )27 . نعرفف (7”.)2 بانها كسر 
المشاهد ات التي تكون اقل أوتساوي' 2 . بوجد قياسانتً للانخراف بين (-)7 , )م 
وثما قياس كولموكروف - سعرنوف, 


2 1/70 (م) 7 | متتيستع اتإناة‎ - ”)( ١| 


لضن 


. 


وقياس كريمر - فون ماسيس لك نا للق 
)417 *[(ه) ”1 زيما 1] : ] حمر 


نثبت اذا وضعنا المشاهدات حسب الترتيب التصاعدي ,20 > ٠٠١‏ ك 225 > ونه 

أن 
[(2ت) نه - ق ,(1 - [) - (رنه) ]فص حمق له 
دنه - مم”] بعر سل دنم 

لايعتمد توزيع المتغيرات العشوائية .2 ,77.2 وفقناً لفرضية ( العدم ) القائلة بان 
للمشاهدات « ٠٠0,‏ ,دل دالة توزيع (2)” ٠اذا‏ افترضنا أن ()”7 مستمرة لان 
7)31(,٠٠١ , 7)10(‏ موزعة بصورة منتظمة في الفاصلة صفر الى 1 (راجع كتاب 
الاحتمالات المثقدمة ص 314 ) لكي نشتق نظرية التوزيع ل .2 ,770 نفترض أن 
(ه”8 عبارة عن التوزيع المنتظم في الفاصلة صفر الى.1 (بحيث + - :)8 عندما 
1 > >0 ) وان امتغيرات العشوائية المستقلة .30 , ٠ ٠.‏ ,. ]ا موزعة بصورة منتظمة في 
الفاصلة صفر الي 1 نعرف اذاكان 1 > : > 0 مايلي : 


(8.18) 41 - () ملا لد ح )رآ 


حيث 700 الجزء الكسري للمشاهدات التي تكون اقل أو تساوي (من بين 
ا , ٠00‏ ,د ). لكي نمثل (7.0 بالرموز نعرف مايلي : 


.4 < ه عند ما 0 - 
اذن 
ْ ا 22 
1١1 )5.14(‏ (ر) 1 عي > )رآ 
1 مخقق ببساطة عندما 8 >0 , 00,#6 1,٠‏ ح تارق 
مايلي 


ايفين 


(5.15) ع [( )لالط 
حدر اذاكان #,ه) سنح [(ة) 1( عة) ,]18 


> 2 اذاكان د 
2-8 اذاكان 4ه - (#رق) دتمم ح [(2) ,(ركة) ,]و0 
6 6 اذاكان 0 


اذن ,0 > [2]1)0 وان 
(هنة .01 ,(0 لحم ذلا 1ح رهاظ ,(مامظادوت 
- (#رة) لمم د 
>5 +1 -)ود- 
نفترض أن' 07 <717)0,4) عبارة عن عملية وينر» نعرف عملية تصاد فية جد يدة 
(1 > > 0 ,)ا بالمعاد لة الآتية : 
(5.17) : )»او -1) )1 


أن 0< طبيعي وان 2 ,0 > [2]7)0 ,0 > (0)آ وأن 


(6.18) الكمام 1 (ت)” |ءمه +-1)( -1) -[() ”ا ,(ه) ]00 


و-1 


(مكم, حشم) من 01-0( -1) - 


4 >ه 1 2-])م- 


. عند مقارنة المعاد لتين 5.10 5.18 فاننا نلاحظ ان لكل 7 تكون للعملية التصادفية 
دالة قيمة وسطية وقوة ارتباط مثلما يكون للعملية الطبيعية(/).'1 والتي بالضرورة تكون عبارة 
عن عملية وينرسوى الفرق في مقياس الزمن.ان الميزة الوحيدة بين 100+ (/)1 هي ان2)0 
ليست عملية طبيعية : ومع ذلك فان لكل ” تعرف ).1 بانها مجموع المتغيرات العشوائية 
المستقلة والمتمائلة التوزيع وذات التباينات المحدودة وباستخدام نظرية الحد المركزية 
نحصل على ان ().(عبارة عن عملية طبيعية بصورة تقريبية عندما تقترب « الى » اي 
ان لكل عدد صحيح ع اعداد ,يرع وللاعداد الحقيقية مثا ٠8‏ * ا 


ع 
اد (رارنة) صقص] رع س2 0 امت ت (يلة ر* *: جاكة) ري )رط ...40م © غا 
درا 


ممم 


(6.19 ل(ملة * * “)يالك حت 


يفيل 


ان توزيع احتمال كولموكروف -- سمرنوف 
| )7 | عقم درط 
1> 05 
يقترب الى التوزيع الاحتمالي 
| )7 | عقم دج 
51 ك0 
عندما تقترب « الى مه 
ان توزيع اختمال كرامير الاحصائي 
11 [ 17 
0 
يقطرب الى التوزيع الاحتمالي . 1 
2 1 0 
46 )7 *] فر 
تقترب " الى مص 
ع ان نبرهنصحة هذه الصيغ راجع ([1950] +«ادمه2) 2 .وهكذا 
نستطيع ان نجد تونيع ,2 ١‏ ,7 التقريبي. لجودة التوفيق الاحصائي وذلك بايجاد 
توزيع احتمالي ور , 77 وهما عبارة عن دالتبن معرفتين للعملية الظبيعية 3)0 ذات 
العلاقة بعملية وبنر. 
نقع مشكلة ايجاد التوزيعات المعرفة للعمليات التصادفية خارج نطاق هذا 
( راجع المصادر الاتبة فيما يخصن المشكلة السابقة ) 
1 .([1952] قصتاجةآ سه دمكتعلصة لصة [1951] 60و14 
المراجع التي تخص اختبارات كولمكروف - سرنوف وكرامير مبينه ادناه , 
(1953) سطوآآ مصة بممقموءط رععتموة]8 ممه (1958) 0تقصند8 


التمارين : 
5 تقترض للمتغر العشوائي 5 دالة الخاصية الاتية : 
ر"(9 يل #أوس) ح (نا) يوه 
506 م -1 -و,1 >م >0 وان «# عدد صحيح . 


افترض ان 


1 


أ) اوجد المتوسط . التباين » العزم المركزي الثلائي ١‏ العزم المركزي الرباعي ل 
وى , *(,8) ب)-اثبت ان . 
() - ع (م)غررىب 105 سنا 


و نفترض ان للمتغيرين العشوائيين ىه , 722 دالة الخاصية المشتركة الانية : 
((نا) تووم رط ل 22610 عتورم عل و10و) ح (ملا) رو روص 


جيل 
روم -1 عد وو ررم -1 2 يهو ,1 > وم > 1,0 > يم > 0 عدد صحيح 


نفترخ ان له 7اا جد + [وقاحوة _ء»* 
نفترض ان المتخحمة - 6 ا 05 . 
غا. 


ا 


اوجد قيمة ١(شرلة)خ‏ ري *#رجيظ 105 


53 اثبت ان عملية بواسون (0 <:,()7) بكثافة «: موزعة بالتقارب حسب 
التوزيع الطبيعي عند ما تقترب م الى -. 


4 نفرض ان (0 <20(,1) عبارة عن عملية تصادفية بتزايد مستقل ابت . نفترض 
ان 2000-0 وان 


تق )1 - عم) 5 ]اد - ضتاروبرت ها 


حيث 0< سد (ج#م دالةكنافة الاحتمال .نفرض ان 


"عه مارت كل | رع جال"ا ١١‏ دم 


5.5 بفرض ان 431 عبارةعن تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة 
التوزيع بمتوسطات تساوي صفرا وتباينات تساوي 1 . 


ابلت لكي تكون 0 </,3100) طبيعية بالتقارب المتمائل فان اي من هذه 
الشروط يكون لازم . ١‏ 
زه ماس () 


0ه 8 (1) 
0ح بر/2م (ئ) 


ايان 


نفرض ان 2+ - 2:18 .5 عبارث عن تتابع للمجموعات المتالية . 
نعرف العملية التصاد فية (1 >؛ > 1)©,0) عندما -+ كمايلى 
10-0 وفي حالة 1[ > >0 فان + عل - .نآ 

01 0 


من جانب اخرء نكتب مايل عندما0 < / 


ا 2 000 


حيث [7] تمثل اكبر عدد صحيح يساوي 4 اواقل اثبت عند ما تقترب الىه 
(1 >؛ >1.00,0) طبيعية بالتقارب المتمائل وانها فى الحقيقة عبارة عن عملية 
وبئرتقريبا . ١‏ . 


التحليل التوافقى للعمليات التصادفية 

يؤدي طيف العملية التصادفية «#دا”اءءم5 دوراً مهما في نظريتي تحايل 
التسلسلات الزمنية والاتصالات الاحصائية . يمثل الطيف من وجهة نظر محلل السلاسل 
الزمنية اداة اساسية لتحديد ميكانيكية توليد سلاسل زمنية مشاهدة يعطي الطيف لنظر ابة 
الاتصالات مفهوماً رئيسياً حيث بدلالته نستطيع دراضة سلوك العمليات التصادفية 
( الممثلة للاشارة اوالضوضاء ) المارة خلال وسائل خطية( اولاخطية الى حد ما ) . نوضح 
مفهوم المرشح 4/00 ( او بعبارة ادق المرشح الخطي للزمن غير المتغير) لاجل دراسة 
مفهرم الطيف : يؤدي هذا المفهوم الان دوراً مهما في كثير من المجالات العملية بعد 

تطويره الى حد بعيد من قبل المهند سين الالكترونين . 


تأمل : صند وق اسود » «برنر جزم وزرن»؛ يستعجيب لد الة الدداخل (0م> 0 >مه-,(22)1) 
وذلك بانتاج دالة خارج !ع > 1 > و ح- ,()ن 


يطلق على « الصند وق الاسود » بانه ذو زمن غير متغير اذا كانت له ميزة تغير دالة 
الد اخل بكمية مقدارها 7 ودالة الخارج بكمية مقدارها 7 نوضح ذلك بالرموز عند ما 
تستجيب ‏ [© > 1 > م - ,)لا الى زم > 7 > مو ا ,0ن 


فان [صه > 4 > م - ,(+ + 11704 تستجيب الى 
له > 1 > و سار( + )ا 


4 


غيل 


يقال أن «الصند وق الاسود» عبارة عن مرشح خطى اذا كان لدالة الداخل 
“)ووه حل )مره ع 0)ه 
التي عبارة عن ترتيب خطي لد التين 2100 2904 وهما دالة استجابة 
1:00 ,1:07 على الترتيب دالة الاستجابة الآتية : 
)لوه + (1) ارزره ع (1) ل 


00.1 


6.2) 


الخلاصة . يطلق على أية عملية أواجراء (يكون حسابا فيزبائياً أوغيرذ لك) بالمرشح 
الخطي الزمني غير المتغير اذا استطعنا اعتباره تحويل الداخل الى خارج وبحقق 
الشرطين الآتيين : 
(1) الكمية الخارجة المناظرة الى كمية متكون من تركيب كميتين د اخلتين عبارة عن 

تركيب الكميتين الخارجتين المناظرتين . 
(1) التأثي رالوحيل لتأخيرزمن الد اخل بكمية ثابتة هوتأخير الخارج بنفس الزمن . 

امثلة للمرشحات الخطية ذات الزمن غير المتغير (حيث تمثل 7)٠(‏ الدالة الخارجة 

الدالة الد اخلة 2)٠([‏ هئ . 

() الترتيب الخطي المتحرك مثل 

ب( ع )ميم ١+‏ .عل (1 ح )ديه حل ()خدمه ع (1) 0 


ر(ح )ته ع ()ر 
)م - ()مه - (1) ل 


(1) ترتيب المشتقات مثل 
,(4) "يميه لل ٠ ٠‏ حك (4) اتقرج حل (1) نوه ()ر 
5 ((0) "م ع ()) ل 
0 تكامل المقادير مثل 
(6.3) و (ى) مساقتي * 1 ح )رن 
- (6.4) .0 (و ح ]):.(و)نه 0 ح ون (و) نزم - )10 1 - 1 
يطلق على اند الة :)1 بد الة استجابة ضربة المرشح 5وناص1 في كل حالة نستخدم فيها 
مرشحاً لتكامل المقاديريجب ان نذكر الشروط الرياضية ()::من اجل جعل الحسابات 


الرياضية معقولة . 
فيل 


هناك عدة طرق مختافة لوصف المرشح الخطي للزمن غير اممغير! وفي هذه الطرق 
اعطاء صيغة واضحة للدالة الخارجة المناظرة لاية دالة داخلة من هذه الامثلة هى 
(© أو (1) . توجد طريقة اخرى اكفأ في وصف المرشحات الخطية للزمن غير المتغير 
وذلك بدلالة الاستجابة الترددية .156 2027601476 . يطلق على الدالة ذات ‏ 


الشكل 


(6.5) 20 
بالتوافقية المعقدة 8 تينو إصمده0 بسعة 4 وتردد س . يطلق على 
الدالتين 
)6.0( أه صلو لله > )ده لمعه ا ذمه 4 ع )بن 


بالدالتين التوافقيتين الحقيقيتين بسعة م وتردد [.. بما ان 78 مزذوة ل ان ومن ح اماي 
اذن توجد علاقة وثيقة بين الدالة التوافقية غيرالحقيقية في المعادلة 0.5 والتوافقية الحقيقية 
في المعادلة 6.6 


نظرية 64 
اذا تم تطبيق توافقيه غير حقيقية بسعة تساوي واحداً وتردد «' للمرشح الخطي 
للزمن غير المتغير فان الخارج المناظر( افترض وجوده ) سيكون توافقيا غير حقيقي بسعة 
4 وتردد © تعتمد السعة 4 على ٠‏ ولذلك يمكن ان تكتسب كما يلي : (م)للم . 
البرهان ْ 
افرض ان 17)0 عبارة عن الخارج المناظرالى ‏ “ام س 00د ان للداخل 2 )م 
د القخارجة (7-- 1/4 حيث يتم تغيير الزمن + بمقدار . ان الدالة الداخلة سيكون 
كما بلي : 1 
)مح لاهن د لحل ز)ين 


ان ( * 314 عبارة عن كمية ثابئة مضروبة بالد اخل الاصلي . اذن 


6.7( )تمي 00 704 
من تحقيق صحة المعاد لة 57 لجميع قيمم / نحصل على (( ضع)0 -) 
0١١ )6.8(‏ ح )ل 


اليل 


اذا عرفنا (1)0 > ()4 سنحصلعل ان دالة الخارج ()7 توافقية غير معقدة 
بسعة (س)4 وتردد ه وهوالمطلوب اثباته . 

ذا علمنا ان لزمن المرشح الخطي غير المتغير دالة خارج )17 لكل استجابة 
للتو.فقية غير الحقيقية ذات سعة واحدة وتردئ » المطبقة بالمرشح لفترة غير محد ودة من 
الزمن » فاننا نعرف دالة الاستجابة لتردد المر شح لتكون الدالة ()4 التي لها الكمية 
(ه)4 للتردد ه 


وتحقق العلاقة 
)06.9 
عثال 6 
نعطي دالة استجابة تردد (ه)4 للمرشح الخطي للزمن غير المتغير الموصوفة في 
المجال الزمني, بواسطة ()'نه > ()/1 


““*و(س) ل ع زان 


بالصيغة الاتية : 
(0.10) ' رس > (س) 4 
لانه من الداحل 4“ - 200 مخصل على الخارج 
6.11) .)درس 4 ع امون - () 'د ع () 1 
تعطي دالة استجابة تردد (-)4 المرشح الخطي للزمن غير المتغير المعرفة بالمعاد لة 
كما بل : | 
(6.12) سي سريق قسو تمدع 1 ح (م)كل 


لانه من الد إخل غسةم ع 0 خصل عل 


ريل استسي قي 7 ل أهلى وق #عني (-ا)قسي “ ل[ 0 


تحويل فورير للمرشح المعرف بالمعاد لة ,6.4 هو : 
(6.13) و () رنر# فاح / ح ر(ه)4 
عبارة عن دالة استجابة تردد المرشح في حالة الدالة الداخلة التوافقية . “#أم ح (/)2 ومنها 
عصل عل الخارج التوفقي 00070000 


يل 


السؤال المطروح : لماذا دالة استجابة التردد عبارة عن الدالة الاكثر اهمية في وصف 
المشم ؟ 
لرشح ؟ . 


للاجابة على هذا السؤال » نتأمل مرشح تكامل المقد ارفي المعاد ل6.4 لكي نبسط 
العمليات الحسابية نعرف (10)5 عند ما 5>0 كما يلي : 


(6.14) 0 ع (م)س 
ونكتب كذ لك 

(6.15) .5 (ه - غ) ند(ة) مه 32 - 004 
نعرف تحوبلات فورير للد وال الد اخلة والخارجة : 

(6.16) ,401 0 1[ > (م)ء4قم 
(6.17) ش )ل مسي _/ > (سه) 4 


نهمل في الوقت الحاف. الاسكلم الدقيقة حول الرفين ونفترض وجود قيم محدودة 
للتكاملات في المعاد لتين2 بعد اتخاذ تحويل فورير لطرفي المعاد لة6.15 نحصل على 


(5 - )نه (ه) مول 7] ادم "] - (ماريك 
1 (ه سد ع) )سي لق *] “مسوزو) ره وه - 
(اه ل ا ]ل امام مق 7] ح 
(6.18) .(م)ء4(ن) 4 - 


بعبارة اخرى » نستطيع ان نوضح المعاد لات 6.18 كمايلي : 
[ تحويل فورير للداخل ] [ حالة استجابة تردد المرشح ] - تحويل فورير للخارج ٠‏ 
وهكذا نرى ان للد واخل التي لها تحويلات فورير وتنتج خوارج لها تحويلات فورير 
نستطيع ان نعبر تأثير العملية الترشيحية عليها بالمعاد لة 6.19 لكي نفهم معنى المعاد لة 0.19 
تأمل الدالة الداخلة (2)0 والتي يمكن اعتبارها مجموع دالتين زمنيتين 


حيث تمثل )5 «الاشارة « بينما تمثل )2 الضوضاء ( اوالجزء غير المرغرب فيه 
من السجل ()2 ) .اذن نرغب بوجود مرشح تمرمن خلاله اكب ركمية ممكنة مسن 
دالة الاشارة الزمنية )5 ويسمح بمروراقل مايمكن من دالة الضوضاء الزمنية )2 . 
(0.20) )2 + ()ث ع )بد 
ل 


اذا كان تحويل فورير (-).4 للاشارة لايساوي صفر عند ترددات يكون فيها 
تحويل فورير« للضوضاء « صغيراً فاننا نتمكن من صياغة مرشح وذ لك باختيار ذالة 
استجابةتردد له (د)4 تكون قريبة ان امكن الى القيمة واحد عند ترددات ه حيث 
(ه).4 لاتكون قرببة من الصفر وتكون قريبة من إلمفر للترد دات الباقية . 


واخيراً نتوصل الى علاقة الاعتبارات السابقة بنظرية العمليات التصاد فية يعتبر الداخل 
في كثير من الشبكات! الكهربائية والانظمة الميكانيكية عبارة عن عمليةتصاد فية . مثلا 
اذا ارد ناتصميم قذيفة موجهة بنجاح » يجب ان نصف الظرواف الني تحيط بالقذيفة 


خلال الانطلاق على شكل عملية تصادفية ويعالج بعد ذلك مسار القذيفة على شكل 

استجابة لنظام ميكانيكي خطي لد واخل عشوائية . 

هل نستطيع نعريف تحويل فورير للعملية التصاد فيية[م>: > -- ,3)0) بالشكل الآتي 
(6.21) 1ك (0 16 ]اس (س) رك 


لايوجد معنى للتكامل في المعاد لة 1 لكثيرمن العمليات التصاد فية مثل عمليات 
التغاير الثابتة »لان دوال العينة لتلك العمليات عبارة عن دوال ليست بالد ورية المجدية 
لذ لك فانها لانعود الى صنف دوال المعتبرة في نظريات متواليات فورير وتكامللات فورير 
العادية . لكن مع ذلك من الممكن تعريف مفهوم التحليل التوافقي للعمليات التصاد فية . 
التي اثبتها في البداية :©د16؟7؟ سنة (1930) مصسنطء ‏ ستط1 سنة,(1984) 
( اي انها عبازة عن وسيلة تعيين مقياس لكمية الاضافة المساهمة المحتويات العملية ٠‏ 
لكل تردد ) . 
الاقتباس الاتي من وينر (126.م ,1930) والذي يبين قوة هذا التوسيع في مفهوم 
التحليل التوافقي . 
الاقتباس : 
لاتشتمل نظريتا التحليل التوافقي الموجودة في متواليات فوربر الكلاسيكيةالمتطورة 
'ونظرية إ»لامسوام 2 ( تطوير تكامل فورير )على جميع امكانيات التحايل 


التوافقي .تمثل متواليات فورير صنفاً خاصاً من الد وال الدوربة » بينما تمثل نظرية 
اممطودواد ( تكامل فورير) دوال تربيعية المجموع ومن هنا سنفترب في المتوسط 


14١ 


الى صفرعند ما يقترب عاملها الى 0ه . وانها لاتكون مناسبة لمعالجة شعاع من الضوء الابيض 
الذي يفترض ان يستمر لوقت غير محد ود .ومع د لك فان المشكلة التي واجهت الفيزيائيين 
الأوائل في تحليل الضوء الابيض الى مركباته اوجبت عليهم استخدام احدى هذه 
الوسائل .مثل “زده© الضوء الابيض بمتوالية فوربر حيث جعل دورتها تصل الى حد 
0 الالا نهاية وقد توصل الى نتائج مطابقة للتجارب ذلك باهتمامه بقيم اوساط الطاقة 


المتعلقة . 


توصل 202 ,اهنواتره8 4م21 من جانب اخر الى نفس النتائج تقريا 
باستخد ام نكامل فورير وهذا ها نسميه الان بنظرية [عتعط سواط 5 في كلا 
الحالتين » نقدر مهارة المؤلفين في استخدام وسائل غير ملائمة في الحصول على النتائج 

الصحيحة وهذا يؤدي الى تقد يرالنظرة الفيزيائية للموضوع 

يقع عرض نظرية التحليل التوافقي ‏ للعمليات التصادفية خارج نطاق هذا الكتاب 
لانها تعود لمنهج تحليل السلاسل الزمنية اونظرية الاتصالات الاحصائية .على كل حال 
دعنا نذكر بدون برهان اهميةه هذه:النظرية .كثير من الثاتن يجد ون استخد ام التكامل 
اسهل من حساب المجموعات لذ لك. ( حالة السلاسل الزمنية المستمرة المعلم ) 


نعرف الدالتين الاتيتين اذا اعطينا عينة محدودة (7 > ؛ > 0 ,300)للعملية : 


الدالة الاولى : د!ة تغاير العينة : 


(6.22) 87 > ل > 0 ,4 ( )2 ع ا 200 
2 < هن 0ح 
0 >0 (0 )م2 


والدالة الثانية : دالة كثافة طيف العينة | 

(629) لص >حه> م - إل ات ”رأ |ج- مر 

| ( باستخدام نظربة 'تكامل, فورير ) نثبت ان (س)مر/ , (800 احدهما عبارة 
عن تحويل فورير للاخر : 


بحن 


(6.24) ر0 > 9 > م ع رس (س) معن ممع 
5 5 

(6.25) 2 .00 (ن) 2 سن وو ددية 6*0 ل علو ح (س)م ل 

من المعاد لة 6.24 يتبين أن متوسط دالة تغايرالعينة عبارة عن تحويل فورير لمتوسط 
دالة كنافة طيف العينة : 
(6.20). 0 .6 > « > مه ,سق [(س)ر ر]ورسضى 01م مشاظط 
افرض الان وجود دالة مستمرة (85)0 بحيث ش 
(6.27) ' .8000 - [(م) ]ىر اغب 


تتحقق صحة العاد لة 7 في حالة العملية التصاد فية الثابتة التغاير وبمتوسط يساوي 
صفراً حيث في تلك الحالة تساوي (1800 دالة تغاير العملية لانه (عندما "2 > م > 0 ) 


3 3 1( 3 ا ل - [(2]80 


اذا تحققت صحة امعادلة 6.27 فاتنا نتمكن من اثبات: وجود دالة محددة غير تنازلية 
متغيرحقيقي ويرمز لتلك الدالة بالرمز 40 ويطلق عليها اسم دالة. توزيع اليف 
0١‏ 015/11/10 آنا تاعوجع (استخد م نظرية الاستمرارية في نظرية الاحتمال » 
الاحتمالات المتقدمة ص 425 ) بحيث : 


(6.28) 6 > 10> ماس إ(ن) 7ن فاق -] د )جم 


يمكن توضيح (ده)ا - (وه)7 لاي ترددين ,ده > ده على انها مقياس لسعة 
تردذد دس الى دس الى «محتوى) العملية التصاد فية . 


نفترض الآن أن دالة توزيع الطيف (ه)آ يمكن. تفاضلها في أية نقطة . يرمز 
مشتقتها بالرمز (م)7 ويطلق عليها اسم دالة كثافة الطيف لاعملية التصاد فية . اذن بدلاً. 
من المعادلة 6.28 مخصل على المعاد لة . 1 


(6.29) اسسة (ما ل ] رمج * 


الشرط اللازم لتفاضل )”7 ولتحقيق صحة المعادلة 60.20 هوانيكون 


(0.30) .م > 2 | (200 | 1 
الصيغة الواضحة لد الة كثافة الطيف تككون كما يلى : - 
(6.31) (ن) وإسفسى : 1 لح - (م)ر. 


المعاد لتان 6.29 + 6.31 تعتبران علاقتين اساسيتين في نظرية التحليل التوافقي للعمليات 
التصاد فية وانهما يكونان مانسمية بعلاقته ‏ و«وزلماه» م«ل/ 2 2 نسبة الى 
الاعمال التى قام بها ««م :17 سنة (1930) عستطنء)صتط1 سنة (1034) 


تأتي اهمية دالة كثافة الطيف من خلال سهولة التعبير بدلالتها عن استجابة الانظمة 
الخطية للتأثيرات العشوائية . من الممكن برهنة العلاقة الاتية : 
[ دالة كثافة طيف العملية ] - [ دالة استجابة ] > [ دالة كثافة طيف ] 
)0.32 التصادفية الخارجة ] [ ترددد المرشح ] << [ العملية التصادفية الداخلة ] 


من العلاقة اعلاه » يمكننا تحلديد تأثيرات المرشح على الشبكات المختلفة التي تمر 
من خلالها العملية التصادفية . 


اضافة الى ذلك . اذا أعتبرنا العملية 2)٠(‏ بانها مجموع (37)0 + ()8 - 0)/ة 
عمليتين 7٠00١ :8)٠(‏ تمثلان الاشارة والضوضاء على الترتيب . فانه من معرفة وان 
كثافة طيف الاشارة والضوضاء نتمكن من تطوير نظام لفصل الاشارة عن الضوضاء . 


يمكن فهم كثير من جوانب السلاسل الزمنية الثابتة التغيير بصورة جيدة بدلالة دالة 
كثافة طيفها . تمكننا دالة كثافة الطيف من استقصاء الميكانيكية الفيزيائية المولدة للسلاسل 
الزمنية وامكانية تمفيل السلاسل الزمنية . استخد امات الطيف الاخرى هي” () كوسائل 
عملية للارسال او اكتشاف الاشارات (11) كوسائل عملية لتبوبيب سجلات الظواهر 
مثل موجات الدماغ (11ة) كوسائل لدراسة البث الاذاعي. (17) كوسائل لتحديد 
خضائض انظمة السيطرة تكمن اهمية نظرية تحليل الطيف الاحصائي في تقدير دالة 


1545 


كنافة طيف السلسلة الزمنية التي لها سلسلة ذات طول محد ود . للحصول على المراجع 
الخاصة بهذه النظرية » راجع (1901) ممتطدةل .(1961) مودمة1 
مثال 68 


حركة البندول في الموائع المضطربة  :‏ - 
ان معاد لة حركة البند ول تكون كما بلي ١‏ 
(6.33) )7 ع () ع (2 بم سل قوى) سد (1) ليه2 + (00 26 
حيت 500 عبارة عن ازاحة البند ول من موقع السكون » © عبارة عن عامل التضاؤل ٠‏ 
عبارة عن زمن تضاؤل 5 بذبةالبندول » «»/27 عبارة عن قوة الجهد في وحدة 
كتلة البند ول . اذا استمرت حركة البند ول لمدة طويلة فانه يمكن ان نثبت ان 100 
عبارة عن نإتج المرشح ( نوع عامل التكامل ) الموصوف كما بلي : 


(6.34) وو ريم (#حلامعطة مسسم و د زعا 


وه 
باستخد ام النظرية 34 ٠‏ ومن المعادلة 60.34 نحصل على » 


ون ررم رم سحتاسفة مسمس ل - [رماخالا 


ناكا 


سس )عسي (مسما) هدي 0 ل 0 1 -- )200 (0) ]00 
رم لمم رمن لاحتاسهة (فحناسقتر 

نفترض الآن أن الككية الداخلة (مه > 8 > مه - ,(470) عبارة عن ثابت تغايري بدالة 
تغاير (.), وان لها دالة كثافة طيف ٠:‏ )). بالتكافؤ . نفترض ان قوة تغاير 1)٠(‏ 
يمكن ان تكتب كتكامل فورير 


زود :ست (وبرث- “ل تر ع زا ح هار > [(1)0 ,(8 008]1 


م/٠‏ العمليات التصاد فية 


بعد تعويض العاد لة 6.36 فى المعادلة 0.35 نكتب مايلي 


39 ود 200 5 (8سن) هه 


1 م آل (« لهة ل > [ماعة ,زم امن 


(2 ح ()وس وزع «سساعسي مسي ون 1 5 
33 


9 53 3 ك١‏ 
211100 يروو وين 5500 
2 م مسيم 02 ]* “م رون ) [ م0 ل[ ب 

زاك 0 0 -_- 


وهكذا نرى انه بالامكان كتابة قوة تغاير 0) :1 كتكامل فورير 
هل (سا ”0ه ]ل ح [(م) 26 , (نه) ]دمن 


جين 
(6.37) . 1 (س)ك | (م),ز - (سايول 
(6.38) قا لل عمس ىبري ! - (ه) م 


ان (س)ك عبارة عن دالة استجابة التردد لزمن المرشح الخطى غير المتغير الذي يرتبط 
ناتجها (30 بكميتها الداخلة ()/ المعاد لة التفاضلية 6.33 . تعطينا المعاد ل 0.37 
مثال لشرعية العادلة 039 


لاجل تقييم التكامل في المعادلة 6.38 نبدأ كما يلي 
اذا كانت الكمية الد اخيلة ١‏ 
امام ج )1 


فان للنظام الخطى الموصوف. “معاد لة التفاضل 0.33 كمية خارجة 

,03 0 وله عستي ته سي 2 1 > (م)م ,“*6(م)م دوعر 
بالمشتقات الاتبة : 

)“رس ح رغ ,()نة(س) ح )از 
بعد تعويض هذه التعابير فى المعاد لة :03 نحصل على المعادلة الاتية لدالة استجابة . 
التردد (س)4م ١‏ 
م ع رهس) “من ((ذيم ل دون) ل (س2)ه2 لد *(سة)) 
1 
((ه لل ثمه) لل (م) 2 + 2ر7 > (ه) 4 
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نوضح مريع مطلق دولة استجابة التردد كما بلي : 


(6.39) ح :| (م)4 | 


1 

1 2 س4 ل 2(2سن ديمع ل 2وه) 

نتيجة لذلك اذاكانت الكمية الد اخلة(6©> 2 > مه - ,700 في معاد لة التفافضل 

التصاد فية :0.3 هى ثابتة تغايرية ذات كنافة طيف ,(ه),7 فان العملية التصادفية 
هي ايضاً ثابتة تغايرية بد الةاكثافة طيض ‏ (0)ل 

تعطى بالمعاد لة 7 حيث :| (ن)4 | تعطى بالمعادلة 0.39 


ضوضاء الضوء الابيض : مهمد وانطلاآ 

با مقارنة مع توزيع طاقة الضوء الابيض المستمرمن جسم متوهج فان العملية التصاد فية 
الثابتة التغايرية التي لها قوة متساوية عند جميع فترات التردد ضمن مدى ترددي واسسيع 
تسمى بضوضاء الضوء الابيض . نعبرعن ذلك رياضياكما يلي : يقال ان العماية '3) 
3 > ؛ > م - ,(0) عبارة عن ضوضاء الضوء الابيض اذا كان لها دالة كثافة طيف 
عبارة عن كمية ابتة : لبعض قيم 0 < 0 
(06.40) ) - (م)م/ لجميع قيم ه 

من الطبيعي ان تكون د الة كثافة الطيف ثابتة غير تكاملية ولذ لك فان هذا الافتراض 
يخالف الواقع من الناحية الرياضية . توجد عد ة طرق لاعطاء تعريف رياضي دقيق لضوضاء 


الضوء الابيض . 
في معظم المتطلبات تعتبر ضوضاء الضوء الابيض عبارة عن عماية بواسون بد الة تغاير . 
06.41 امم بح )12 


ودالة كنافة طيف 


1 1 
(6.42) زمره +1 ع (سالر 


حيث 6 كمية كبيرة يمكن اعتبارها تصل الى :ما لانهاية . ان دالة كثافة طيف المعاد لة 


2 عبارة عن كمية ثابتة ( وان دالة التغايرفى المعاد لة 0.41 عبارة عن د الة د لتادارك 
ف انها ). 


١4 


مثال 60 
نظرية التنبؤات وتمثل العملية الثابتة كنتيجة خارجة من المرشح لضوضاء 
الضوء الأبيض الداخلة . 


نفرض ان 100 عبارة عن عملية ثابتة لها متوسطات تساوي صفراً ودالة تغاير 
(24)0 هل يوجد دائما مرشح بدالة استجابة الدافع (5) بحيث 


(0.43) ,45 (5) 1( - )سه ادمع 
حيث ان الكمية الداخلة (10 عبارة عن ضوضاء الضوء الاييض + ' 


الشرط الضروري لتحقيق صحة المعادلة 6.43 هوان تحقق .د الة التغاير 
20 أكمية ثابتة © ومربع دالة تكاملية ,زو)ر, 


(44.ة) و5 (3 حازم باس“ ]© > [(م) لا(م) ]ف 
او بالتكافؤ 
(6.45) ان الت اننا 


بك أنبات ان المعادلتين 6.44 , 0.45 هما شرطان لازمان لنحقيق صحة المدادلة 
5 وهكذ ١‏ فان المعاد لد 45 توافينا بمقياس لتحقيق صحة المعاد لة 3 بدلالة 
دالة التغاير. 

من الميكن ايضا اعطاء مقياس اخربد لالة دالة كثافة اليف (م)ر . يمكننا 
ان ننبت ان الشرط اللازم والضروري لتحقيق صحة المعادلة 6.43 هر 


640 0 1 لص > صن لتعلعطا ل 


أذا استطعنا تمثيل العملية 130 على شكل المعادلة ,6.43 فاننا نستطيع اعطاء 
جواب واضح مشكلة التنبز الاتية : اعطيت قيم السلسلة الزمنية الثابتة الطبيعية .” (10 
عندها ,, >0 >م -استخد م هذه القيم لتتنبأ قيمة ,)7 عند. ما يكون الزامسن 
4 <: معلوما والذي له اقل متوسط مريع الخطامن بين جميع التنبؤات الممكنة . اكتب 
(6.47) +45 (5(109 لاس ]ل دوق (1)5( ملاس “ل ح رخا 


1148 


يمكن ان ننبت ان افضل تنبؤا ,()* نحصل عليه من التكامل الاول في المعادلة .0.47 
اذا اعطيت قيم )5 عندما ,غ2 > م > م -ه القاريء الذي يد رس مسائل التنبؤات 
وتحليل الانحد ار للسلاسل الزمنية سيجد ان الوسيلة المهمة المستخد مة هي تمثيل العملية 
التصاد فية كخارج المرشح من ضوضاء الضوء الابيض الداخلة . 


التمارين 
1م نفترض ان 1 (0 <0,4)) متوسطا هوعبارة عن كمية ثابتة 2 ح [(2:]6)0 
وثابتا تغايريا بدالة كثافة طيف (م)/ نفرض ان 8 كمبة ثابتة موجبة 
محددةوان 0 -(7+)2 - ()آ اوجد دالة كثافة طهيف 
إن <: ,1 . يستخدم اسلوب الفرق دائما في تحويل السلسلة 
الزمنية ذات, المتوسط الثابت الذي لايساوي صفرا الى سلسلة زمنية ذات 
متوسط يساوي صفراً . تؤثر عمليات الفرق على دالة كثافة الطيف ولهسذا 
يجب ان يؤخذ هذا التأثير بنظر الاعتبار . ش 
2 نفرض إن له >> » -,()8) عبارة عن عملية ثابتة تغايربة 
بمتوسطات تساوي صفراً . 
دالة تغاير ,()< ودالةكنافة طيف, (-)1 تحقق 
6 > س0 (ماته ل 
عبر عن دالة كنافة الطيف بدلالة (مر [: 
300 ح )1 


ك4 
(1) رول (و) له-8 لم /[ ع 1 
ا وو روير #حناسهة مس ب د ()"! 


يه 


3 هوجة الجيب الحقيقي ذات السعة العشوائية نفرض أن ,إه دم ()4 - )+ حيث 
:0 < ) ,400 عبارة عن عملية ثابتة تغايرية بدالة تغاير ,(74)0 وان س 
كمية ثابتة موجبة عبر عن دالة كثافة طيف 0 <: ,0 بدلالة دالة كثافة طيسف 
0 <14)0,2 لاحظ 'ان 0 <4)2)0,1 ليست ثابتة تغايرية . مع ذلك 
تعرفهدالة كنافة طيفها بالمعاد ل ,وون حيث 70 تعرف بالمعادلة .0.27 
4 مهنال فيزيائى لضوضاء الضوء الابيض . نفرض ان( > > ٠‏ -,():7) عبارة 
عن تيار الضوضاء الطلقية التي لها دالة تغاير معطاة في المعادلة 5.30 من الفصل4 
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2-013 ائبت ان الثابت التغايري ذودالة كثافة الطبيف , 


((1م صل "1م - كس ووه - 2)1 لد 1(2انن)) 2 د (مال 


0 ابت » في حالة الترددات ٠‏ عندما |تكون 5(7ن) صغيرة جداً أن- دالة 
كثافة الطيف تساوي كمية ثابتة تقريباً : 


4 سار 


أي » اذا كان الوقت 7 لانتقال لالكرون هوفي حدود 10-5 ثانية » فان دالة 
كثافة الطيف يمكن اعتبارها ثابتة في حالة الترددات الى حد 100 ميكادورة / 
الثانية . من خلال حركة الالكترون السارخلال المرشح الذي تكون دالة استجابة 
تردده صفراً في حالة الترددات اقل من 100 ميكا دورة / الثانية فانه يمكن اعتبار 
تيار الضوضاء الطلقية (© > 14> ٠‏ -,()7) عبارة عن ضوضاء الضوء الابيض . 


5 لاتصف دالة التغاير( اودالة كثافة العليف ) بصورة وحيدة عملية الثابت التغايري . 
البت ان م و0 د ()ج 
لبعض قيم 0 المناسبة » وان م دالة تغاير () الاشارة التلغرافية العشوائية (::) 
العملية المعرفة في التمرين 4.7 , () عملية نوع التأذيرالطلقي ( المعرفة في 
البند 4-5) 
ل << كان” 
تم 7>- 
6 حالة كثافة طيف المعاينة عبارة عن تقدير مختلف لدالة كثافة الطيف . برهن النظربة 
الاتية : 
اذاكانت )0 100,1 عبارة عن عملية طبيعية ثابتة التغايربمتوسطات تساوي 
صفراً ودالة كثافة طيف مستمرة ,(ه)7 فان لاي تردد سه : 
.3 ((سازلة - 1) ح ضام رره سا 


بعبارة اخرى دالة كثافة طيف المعاينة (م)ج1 للعملية الطبيعية موزعة .توزيعاً اسياً 
بمتوسا (دى)ر عندما يكون حجم العينة كبيراً . نتيجة لذلك فان (م)رر 
لاتتقارب الى (0)/ عندما تقترب 7 الى ه 

تلميح 1 : استخدم الصيغة المعطاة في المعادلة 7 لدالة الخاصية المشتركة لمربعي 


#لعرنق راتكن موزضن عن لتوزع اقطيعي بمتوستين يناويات صقرا ٠‏ البت 
ان لدالة كثافة طيف المعاينة دالة الخاصية الاتية : 


(نة) رسام 
19 0 2 اه 411-2- 
0 | (لاضومر تدم ز زيمم سما (للك) - [(تانه + انما )1-1 د 
حيت 
:04 أ طلة 1 م ع (2)3و0 04 أنه 005 1 ند - 6120307 
:04 0-0 ل 2 0000 1 6 -(0)م 
وهكذا فان 


,1/2( (ه) 2 شل - (س)كينة2 - 1) ح (1) ورف ال 


لكل 


الفصل الرابع 


العمليات العددية وعمليات بواسوث 
العملية العددية عبارة عن العملية (0 < 77)0(,1) التي تاخذ القيم العددية 
الصحيحة وهي عبارة عن عد د النقاط فى فترة ما . توزع هذه النقاط بنظام ميكانيكي 


تتحكم فيه المصادفة . 


عن الحالة المثالية تمثل الازمنة ...,.7,, النقاط التي نقع فيها الحوادث 
ذات الخصائص المعينة حيث ٠0٠.‏ > :+ > :+ > 0 تسمى المتغيسرات العشوائية 
وك به توا ,06 روج سو 2 و27 روج 2 و15 بازمنة الوصول 
المنتابعة . اذا كانت ()27 تمثل عدد النقاط التي تقع ضمن الفترة ,0,[1) حيث 
,0 <؛ فان العملية (0 <4/)0,4 تسمى بعملية النقاط العددية للسلسلة . 
توجد طريقتان رئيستان لتعريف العملية العددية : 
() تعرف بصورة مباشرة' '(0 <1 ,()37) بانها عملية بتزايد مستقل اوعملية 
ماركوف ( راجع الفصل 7 )او م 
(ن) نشتق مميزات العملية العددية من الفرضيات التعلقة بازمنة الوصول . 
تؤدي عملية بواسون دوراً مهما من بين العمليات العد دية . تعتبرعملية بواسون وسيلة 
جيدة باستخد امها نتمكن من الحصول على عمليات تصادفية مفيدة بالاضافة الى كون 
عملية بواسون نموذجا لعدد الحوادث العشوابية . 
سيكون هد فنا الاساسي في الفصلين الرابع والخامس هودراسة المميزات العامة 
للعمليات العددية والمميزات الخاصة لعمليات بواسوت . 
[-! اشتقاق بديهيات عملية بواسون : 
نحتاج الى صياغة مجموعة من البديهيات تحققها العملية التصادفية وبدورها 
ستكون عملية بواسون . نوجز عملية بواسون بانها 
() عملية الولادة بمعدل ولادة ثابت ( راجع البند 7-2 ) 
)2 عملية العد التجديدي بازمنة وصول ذات توزيع احصائي من النوع الاسي 
( راجع البند 5-2 ) . : 


عذال 


١ل‏ عملية القيم العددية الصحيحة بتزايد مستقل ثابت ببعد طوله وحدة واحده 
مابين تزايد وآخر. ( نموذج الزيادات ااستقلة ) . 


نناقش في هذا البند النموذج (11) ونذكر الشروط المطلوبة من اجل ان تكون 
عملية القيم العددية الصحيحة التصادفية عن عملية بواسون . 


نتأمل الان الحوادث التي تحدث في الفترة الزمنية من صفر الى . عند ما ,0 < 2 
نفرض ان )7 عبارة عن عد د الحوادث التي تحدث في الفترة 0) حيث 2 
تبدأ الفترة عند النقطة صفر وتنتهي في ؛ . نفترض لكل 0 < ان ()/3 ْ 
)27 - (8 + )231 عبارة عن عملية قِيم عددية صحيحة غير سالبة . 
بد بهية صفر , 

ا ٠‏ لذلك نعرف 7/00١‏ 
بانها تساوي صفراً . 


بديهية 1 , 
للعملية (0 <172/)0(,4 تزايد مستقل 


بديهية 2 , 

لكل 1 > 0 < ()5]37 > 0,0 <: بعبارة ثانية في اية فترة زمنية ( مهما 
كانت صغيرة ) يوجد احتمال موجب لحد وث الحادثة ولوان حدوث الحادثة لايكون 
بالتأكيد . ١‏ 


بد يهية ان 
لكل 0<:: 


_ [2 < )37 - ذم ل )) 21 فى 
37-11 - زم ل م 1017 وعم 


بعبارة اخرى . في أي فترة زمنية قصيرة ستحد ث حادثة على الاكثر بمعنى عدم حد وث 
الحوادث في ان واحك , 


5 4 0 
بد يهيه 9 

للعملية العددية ()37 تزايد ثابت . اي ان لكل نقطتين 0< , < , ولكل 
 < 0‏ توزع المتغيرات العشوائية (3/)8 - 2/00 , (7-+-2006 -- (37)41-8 توزيعاً 
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متمائلاً . لاعادة صياغة البد يهيات السابقة اهمية خاصة فاذا اهملنا البديهية 3 
فسنحصل على عملية بواسون المستخرجة والمعرفة في البند 4-2 . 

اما اذا اهملنا بديهية 4 فسنحصل عل عملية بواسون غير المتجانسة المعرفة في البند 
489 

ان للعمليات العددية ,(©» > ؛ >-ه-,2) 207 المعرفة لجميع قيم الحقيقية 
اهمية خاصة ايضماً . 

تظهر هذه الحالة عند ما نفترض ان حد وث هذه الحوادث يكون منذ زمن سابق 
طويل جدا . 

عملية بواسون (ه > : > .-,77)0) المعرفة في المستوى غير المحدود والموصوفة 
خصائصها في البديهيات 1 الى ,4 حيث يفترض ان يحققا ؛ , و الشرط >>> مه 
تفصل في مثل هذه الحالة ,(27)0 - ()27 عن ()77 والني تمثل الحوادث التي وقعت 
في الفترة [/,0) 


نظرية 14؛ 


ان العملية العددية ‏ (0 < 0)0,84) التي تحقق البديهيات صفر الى 4 غعبارة 
عن عملية بواسون ( كما معرفة في البند 1-3 ) 


البرهان : 


لبرهنة النظرية نثبت وجود كمية ثابنة موجبة ., بحيث يكون لكل 0.3/00  <‏ 
موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط يساوي .ا« 
ان الدالة المولدة لاحتمال2 ,200 تكون كما في الشكل الاتي : 


(1.1) ,[« - ()نقام» رح - (رهان 
0 
المعرفة عندها ,1 > || وتحقق 
)(1.2) 1 > |ع| لحعم > (رمال 


وهذه » عبارة عن دالة مولدة لاحتمال المتغير العشوائي وتكون موزعة حسب توزيع ٠ ٠0»‏ 
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بواسون بمتوسط 4 . نبرهن اولاً صحة المعادلة 1.2 وفقاً لفرضية وجود كمية ثابسة 


موجبة| تحقق : 
ع _ [0 - اد م-1 غا 
(0.4) وت (1- عا 
(1.5) له له < لالقلة عا 


بما ان 1 (0 <1420)0,4 تزايداً مستقلاً فان لكل من 0 < ؛ - ,/ 


(1.6) للد د > اللستييدادا 


بما ان 1 (201200,/<0 تزايداً ابتاً فنحصل من العادلة 1.6 على 
01.7 (نلر2) 27ل - (طا + ف هال 
)08 11 - (لرعاس 1 فرماسر - ((رهاس - (1 + رمالا بر 


من المعاد لات 1.3 الى 5 نحصل على 


09 1 - مك 1 - (قرو) نع لذغا 


نستطيع ان نكتب مايلي : 
(01.10) [21 () اا 2 +1 -[0 ع (ن آقاط) : ح 11 - (ان) را 


.م ح (رل) لاطت + 
5 عندما ,1 > |2 | 


.2< () تنا" > م ع (ن) تناطم َ 


نحصل من المعادللات 1.10 ,1.3 ,1.4 1.5 على المعاد لة 


“تشترض مر آخرى ان تقترب الى صفرفي المعادلة .1.8 باستخدام المعلدلة 1.9 
يتبين لنا ان لغاية الجهة اليمنى من المعادلة 1.8 "قيمة حقيقية . وهكذا ستكون لغاية جهة 


كما 


المعادلة اليسرىقيمة حقيقية . اذن - تحقق الدالة المولدة للاحتمال 3707 معادلة التفاضل 
عندما1 > | | ولجميع قيم ,0 < ؛ وكمايلي : 
(1.11) ١(ره)‏ سا1 ج)س (ارمال ث2 

نحصل من المعادلة ,1.11 والشرط الابتدائي 1 > روو)ن على الحادلة .1.2 
: ننبت الان وجود كمية ثابتة موجبة ” تحقق المعادلات 1.3 الى 1.5 من اجل انهاء 
البرهان . نعرف ما يلى : 


(1.12) .0 ع ()نقاط ع )مط 
بما ان 3 


(1.13) ([0-0)ة اسه 0ح ()لة - زو + ,)قاط ع [0 ع و + )قاط 
نحصل من افتراض التزايد النابت المستقل على 
(1.14)» )1( )مط ع (وا عد )مط 
بماان (),رص دالة سحد ودة . نحصل من النظرية 113 ادناه اما 
ر1.15) “*-م- )رص للكمية الثابتة , 
اواند 2,07 تساوي صفرا بالتمائل . من البديهية 2 ١,‏ > 0),< > 0 لجميع قيم , 
وهكذ! تتقق صحة المعادلة 1.13 عندما .0 < + نحصل من العادلة 1.15 على 


المعاد لة .3 هن اجل الحصول على المعادلة 1.4 نعرف 
< ()نخاط > 0)0ر لسة [1 ع )قاط ع )رط 


اذن نكتب مايل : 
«أصحط ‏ 401 ب | ليم 
(1.16) 1 . 2 5-5 ا + ١‏ 7 
من البديهية ,3 : 
40 بن 
)21.17 .0 - 020 م 


0 : 
نحصل من العادلتين 1.10 ٠.‏ 117 على المعادلة .1.4 رفن المعادتتين 1.4 - 1.17 
تحصل على المعادلة .145 . وهو المطلوب اثباته 


١ باه‎ 


هل المعادلات دوال معينة :. 


في دراستنا لمميزات العمليات التصادفية ذات التزايد المستقل الثابت نواجه غالباً دوالاً 
تحقق معادلات الدوال التالية : 


(1.18) |0 < ور 208 ١‏ روم)و + ()و ع (وا + :)9 
(1.19) .0 < قرط 108 ()/() ع (وا + :)1 


يعطى حل المعادلة 1.18 في المكملة 10 نناقش الان حل معادلة (1.19) 


نظرية 18 

افرض ان (0 <* ,1700 عبارة عن دالة قيم حقيقية تحقق المعادلة 9 وتكون 
محدودة في كل فاصلة منتهية . اذن اما ان تختفي قيم ()/ بالتمائل اوتوجد كمية 
ثابتة + بحيث 

(1.20) 0 <ان” - زال 

البرهات: 

نبرهن النظرية اولاً وفقاً للافتراض الاقوى القائل بان الدالة مستمرة اوغير تنازلية . من 
المعادلة 1.19 ولكل عددين صحيحين :7 ولكل 0 < ؛ نحصل على 


“روي - )د إذ)نا - كر “هرا -همر 
وهكذا فات لكل عدد نسبي ‏ م (أي العدد 8 ذي الشكل ح 1 للعددين 


الصحيحين :”7 ١‏ ” ) 
(1.21) - (ل 


نبين بعد ذلك ان المعادلة 1 تتحقق صحتها لكل عدد حقيقي ؛ افرض ان 

)م عبارة عن تتابع من الاعداد النسبية » كل منهما اقل من ؛ بحيث يتقارب التتابع . 

() الى + ومن ذلك يتبين ان ْ 
“00 - "0 سار 

اذا كانت ()7 مستمرة فان ‏ (70 -()7 غيا والتي تبرهن صحة 


١4 


العادلة 1.21 اذا كانت 7/00 غير تنازلية فان + > تعني (0)/ > (1)1 تعني 
0 > '((1000 2 لكي نشبتان ((1)) > 0)/ وبعد ذلك 0((4)ي/) - وار 
نختار تتابع الاعداد النسبية 5 حيث كل عدد اكبرمن ., بحيث يتقارب التتابع 
15 الى »ان ؛ < *مز بعني 0)/ < (*,)/ يعنى .(0)/ < '[(1)/) "١‏ بماان 
0 < *[(/1)/] - (1)1 عندما تكون 7 زوجية فانه في حالة عدم اختفاء (0)/ 

بالتمائل . سيوجد عد دحقيقي « بحيث ,"4 - (1)ر وانه من المعادلة 1.21 يمكن 
كتابة 700 على شك اللمعادلة 1.20 


نبرهن نظرية 113 بالتمائل فنجد نقطة 0< مابحيث 0 < 0[ لان 0)*- 20 
افرض اذ (800ل' [00)/] ع ()” لكي نبرهن صحة العادلة 1.20 لءددما , 
نثبت مايلى : ش 
١ )1.22(‏ 1000-1 لجميع قيم ,0 <: 
تعنى المعادلة 1.22 ان 

'[1)0] > 10100 لجميع قم 0< 
اذث ( افرض ان 1لا عدي ) 

لسع بك “[0ا 11 ونع[ ) ]ع وما لجميع قبم 0< حيث (10)/ 5 - ع ير 


لكي نبرهن صحة المعاد لة 52 نتبع مايلي : من الواضح ان1 > (7)1 وان )”7 
تحقق المعادلة .1.10 . اذن1 ت (7/:)! لكل عد دين صحيحين «, 1 بحيث 1 -()”1 
لجميع الاعد اد النسبية / ان لكل عدد 0< يوجد عدد نسى م بحيث مادم 
بحقق! > / > 0 ومنه نحصل على )”1 ع )رار )م وهكذا فان لكل 
قيمة تأخذها 7)٠(‏ لقيم ) ستكون في الفاصلة 1 > ) > 0 أن (.)/ محدودة فى 
الفاصلة | > ؛ >للان (0)/ يفترض ان تكون محدودة في كل فاصلة منتهية . اذن ” 
(٠)7عبارة‏ عن دالة محدودة . اي توجد كمية ثابتة 1 بحيث 
(1.23) > |7)0| لجميع قيحر , 

نفترض ان 1 وى (ج)/ لقيمة ما 0 < م . يمكن ان نفترض ان 1 > 1,0>7 <6 
لان :م > (م- 1)/ . بما ان © > (7)37 وان “اج يمكن ان تكون كبيرة وذلك 
باختيار :< كبيرة الى درجة ما . 


من ذلك نحصل اذا لم تتحقق صحة المعادلة 2 على عدم وجود اية كمية ثابتة 
© بحيث نتحقق صحة المعاد لة 53 . وهوالمطلوب ائياته . 


١ 


المكملات : 


اشتقاق اخر لعملية بواسوت 
يوي ف 0 


اكتب برهان نظرية عبر الاسطر الآنية : 
عرف (ه- 80م -2,.0 0 البت ان أكل 5٠‏ 
.هورم ف د زوج ممم 
مسار 

افترض صحة المعادلات 1.3 الى 1.5 البت ان (2.0 تحقق نقام 
معاد لات التفاضل عندما ٠٠١‏ ,2 ,78-1 

)ره سرج ()رظ رسك الملل 
بالشروط الابتد ائية.0 ح (2,)0 بعد ذلك انبت ان 


اك مسن بك (إ)رط 
التوزيع الاسي عبارة عن توزيع وحيد بدون ذاكرة 


يطلق على المتغير العشوائي غير السالب ”7 بانه بدون ذاكرة اذا كان لاي عددين 


موجبين 5 1٠‏ : 
(1.24) .إن < 7]ط ع إن < 7 إن جه < ]مر 


0 ابت ان صحة المعادلة 1.24 تتحقق اذا كانت 7 موزعة حسب 


/ التوزيع الاسي والعكس صحيح . 


8 خخصوصية التوزيع الهندسي : 
22 5ك 
البت إذاكان :! موجباً وذا قيم عددية صحيحة فان صحة المعادلة 1.24 تتحقق , 
في حالة العددين غير السالبين ,2 اذا كان لكمية ثابتة ما م . 
1 1 عه ان 


3 ل 


والعكس صحيح . 
0 برهن النظرية الاتية ( قارن ذلك مع الاحتمالات المتقدمة ص 203 ) افرض ان 
(0)0 عبارة عن دالة قيم حقيقية معرفة لقيم 0 < ؛ ولتي تحقق المعادلة 1.18 الدالة 
(7)0 عبارة عن دالة خطية ' 
١< 0,‏ ,نه ع )و 
لكمية ثابتة © اذا تحقق أي من الشروط الاتية : 
95 900 مستمرة عندما 0 82 
0< 500 لجميع قيم ‏ 0</ 
(1) 2600 محدودة فى الفاصلة صفر الى 1. 
00 0م محدودة في فاصلة منتهية  ٠1‏ 


18 شكل دالة خاصية العملية التصادفية ذات التزايد الثابت المستقل تكون محدودة 
فكل خالة عاطية العماية اد 2 


اذا تأملنا دالة خاصية المجموع للمتغيرات العشوائية المستقلةالمتماثلة التوزيع ,]2 20,٠٠١,‏ 

نرى ان 
ر”[0) عرص - (0ه) رم رت (00) جرم 5-5 0و6 
بحيث (00 95 تكون القوة النونية لدالة الخاصية . برهن الصيغ الآتية : 
إذاصمان (070 <:,201700 عبارة عن عملية تصادفية بتزايد مستقل ابت 
١» 20 - 0 )(‏ (1ذ) لكل عدد حقيقي *::(2)رى.رم ذالةمستمرة! / ان 
“[(00) رصا ح (نا يرم 

اثبت ان لكل قيمة مثبتة ؛ فان1 )ندم الخاصية التالية لكل عدد حقيقى0 < ١+‏ 
20[7) رصا عبارة عن دالة خاصية . 1 


175-قوانين القسمة اللامنتهية . 


يطلق على دالة الخاصية (00© التي لها الميزة التالية ان لكل 0 <» , "[060م] » 
بدالة خاصية القسمة اللامنتهية . اثبت ان لدوال الخاصية الاتية تقسيم لامنته 
لمحل 


/11 العمليات التصاد فية 


)0 22ج ح اتقلة أده ع يي 
للق [(1 - *6) حامج ع (نعم حيث 0<( 
0 إعه ضكرن م ]١س‏ - ونم حيث مار 


عبارةعن دالة كثافة الاحتمال وان 0 < ( 


0 “0 و - 1)(و -1) ح (ي)ي حيث 01> >0 


10- اثبت ان دالة خاصية القسمة اللامنتهية لاتختفي ( لاتكون صفراً ) 


2عمليات بواسون المركبة » العمومية : غير المنجانسة : 
ل ل 0 
نستطيع ان ننبت أن لعملية القيم العدديه الصحيحة إد :800 التى لها 
تزايد مستقل وان ما بين زيادة واخرى وحذة واحدة , دالة الخاصية الاتية لكل 0 < , 


)2.1 10 - **6) () ساون ح (لا) برب 


لدالة ما غير تنازلية ٠(‏ )*” . بعبارة اخرى (2/)0 موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط 
()شي حالة عملية بواسون (0 <12700,4 ذات التزايد الثابت 


2.2١‏ اد > [0) ]8 ح- ()م 
حيث 7*0 منسوبة تناسباً طردياً مع 4 بعامل نسبة يساوي «. وهوعبارة عن معدل 
متوسط الحوادث الحادثة . فى حالة عدم تحقق صحة المعادلة 2.2 نطلق عل العملية 
(0 10/0002 بعملية غير متجانسة ( اوعملية بواسون ذات التزايد غير الثابت ) 
تسمى عملية بواسون دات التزايد الثابت بعملية بواسون المتجانسة . 
يفترض ان تكون القيمة الوسطية )” دائما مستمرة . يفترض عادة فى (70, 
وامكانية تفاضلها حيث يرمزلشتقتها بالرمز الاني : ش 


الك 00 0 


0 


نسمي (0). دالة الكنافة . ننصح القارئ بمراجعة (1956) ملطو ك1 لالحصول 
على المناقشة الكامل ةلد وال القيمة الوسطية غير المستمرة والاشتقاق البديهى العام للمعاد لة 
21 نشتق في هذا البند المعاد له 2.1 وفقا الى افتراض الوجود لد الة كنافة . 
يكل 


نظرئة 24 
سه 


الاشتقاق البديهى لعملية بواسون غير المتجانسة : 
افرض ان (0 < 07)(,1) عبارة عن عملية قيم عددية صحيحة تحقق بد يهبات 
صفر . 3.2.1 في البيد 4-1 . افتزض ان لدالة ما (0)- 


بديهة 4 ريم, ب [0- (ا0ة- زاجنا القسا يا 


ان [ 2700 الدالة المولدة للاحتمال الاتية 


2.4 ولا ستج ةمع ك (لقاف 
2.5١‏ ا / )7 


ملاحظة : تسمى ()س بدالة كثافة عملية بواسون . لاحظ ان 00/8 تمثل 
الاحتمال التقرببي لحدوث حادثة في الفاصلة الزمنية / الى:/ + .ان لعملية بواسون 
المتجانسة دالة كثافة عبارة عن كمية ثابتة : 
رع (ا)د الجميع قيم / 

نتوقع لكثير من الحوادث كنثافة حدوث تنازلية . ( مثلا . حوادث مناجم الفحم 
تكون اقل اذا اتخذذت الاحتياطات اللازمة لذلك ) . ان الشكل الاتي لد الة الكثافة هو 
الشكل الشائع 

الحوبن ت (1)م2 


للكميتين الثابتتين , م حيث يجب ان تتحدا من التجارب . 


البرهان : 


بما ان للعملية !0 < 4 ,1.101 تزايداً مستقلاً فاننا - نحصل على 


لل 


ا 7 01 ]تيز رم رم) يل بت (ل( سل هال 
لا - [0 > 2700 - و1 )تامع جات زد [ف تيزو 1 
ا - 110 - زا جع انام 1+ ا 
(7/© .1ع 0 زح جز سدع) لماص 2 + 
من البد يهيتين 4.8 نتمكن من اثبات مايلي 
33 1 سج )ست إل د فينم لأغا 


من المعاد لتين 0 2.8 نستنتج ان ,)لا تحقق معادلة التفاضل الاتية 
عندما1 > |2 | وان لكل 0 <: 


)69 1 حت (0)«اره) ل ح (اره) ل 2 
ان حل المعاد له 2.9 يعطي بالمعاد لة 2٠4‏ وفقا للشرط الابتد ابى 1 ع (لرهال 
نستطيع تحويل سمديه بواسون غيرالمتجانسة الى عملية بواسون المنجانسة . بما ان د الة 
القيمة الوسطية (/)70 مستمرة وغير تنازلية فاننا نعرف دالة المقلوب (00' 70 كما يلي : 


عند ما0 < ه. (0)! 70 عباره عن اصغر قيمة ل / تحقق الشرط * < )70 . ان 
العملية التصاد فية (0 < / ,(234)7) المعرفة كما يلي : 


(2.10) 0 < نه ر((مه) ,)37 ح (لم 14 
عبارة عن عملية بواسون بدالة قيمة وسطية . 
811 7 لهت ((ه)ا تددح [((ب حسم ]8 ح [(مه ]9 


وهكذا فان (0 < ا ,()34) عبارة عن عملية بواسون المتجانسة بكثافة 1 حدر , 


تستخد م معاد له التحويل 2.10 غالباً في دراسة خواص عمليات بواسون غير 
المتجانسة ( راجع المكملة 48 ) . 


155 


3 


عملية بواسون العمومية : 


يطلق على العملية التصادفية للقيم العددية الصحيحة ‏ (0 100,12 ذات 
التزايد المستقل النابت بعملية بواسون العمومية . يمكن ان نثبت ان لعملية بواسون العمومية 
بالضرورة دالة خاصية تكون بالشكل الاتي : 


(2.12) [- (نام] )مم ب- (10) ربرب 


٠‏ لكمية ثابتة ما ه ولدالة خاصية ما 
(2.18) ##اهيم ز8 - (نام 
1 عم 


وهى عبارة عن دالة خاصية للمتغيرات العشوائية ذات القيم العددية الصحيحة غير 
السالبة بتوزيع احتمالي (:) ٠‏ ان عملية بواسون مناظرة للحالة “أ > ()م . الحالات 
المهمة الاخرى ( (9)82 العتبرة هي : 
"من ب ري)ي 0 توزيع بواسوب 
'(مشم) - 0م توزيع ذات الحدين السالب 
نناقش ادناه مختلف الظواهر العشوائية التي تمثلها عملية بواسون العمومية نوضح اولاً 
الاشتقاق البدهي لعملية بواسون العمومية . 


ذظرية 28 


الاشتقاق البدهى لعملية بواسون العمومية : افرض ان (0 < /,(07)0) عبارة" 

0غ 3 5 

عن عملية عددية تحقق البديهيات صفر. 1[, 2 ١‏ 4 بالاضافة الى ذلك نفترض وجود 
تتابع 0م) بحيث عندما 2,200 ,8-1 ,0 <) 


(2.14) ممم ع [1 ح )37 - زم + )87 |5 ع () /8 - رم ل غ) قاط مسنا 
80م 


فانت (0 <1700,4 عبارة عن عملية تزايد مستقل ثابت تحقق المعادلة 2.12 
لكمية ثابتة ما س . 


بحل 


ملاحظة : 


ان :7 تمثل الاحتمال المشروط لحد وث ‏ حادثة آنياً في أي زمن معلوم 
اذا علمت بوقوع حادثة واحدة في الاقل . 
البرهان : 
كمافي برهان النظرية 14 نحصل عل الدالة المولدة للاحتمال 
ل« - () الأص'ه رط > (ارهال 
التي تحقق معادلة التفاضل 


17٠ )2.15(‏ - (ارة)ل بر جنا (ارتان ح وبعال 2 
ان 
ام 1 1 
(1 -[0 > (0) اقاط) نك 1 - (لرم) رع 1 


010 .11 < 300 مد رو رمم فلاح للظا10 يي 


كما في برهان النظرية 11 نتمكن من اثبات وجودكمية ثابتة 0 < + بحيث 


9.17 سح [1 < (0 اام سنا ([0 ع (0 انإط ع + غر 
من المعادلة 2.14 نحصل على 
(2.15) نم" 11-3 < 00ل امد ون نر ررغ 


من الممكن ان نغير ترتيب الغاية والمجموع في المعادلة 2.18 وذلك من نظرية 
التقارب المفضلة ( راجع البند 6-10 ) هي المعادلات 2.15 الى 2.18 نحصل على . 


(2.19) ,1 - (م) ل )سزارهاطا ك (ارعاطا رق 
اليل 


6 . 


(2.20) 2 2 - (2) ل 
وهكذا فان 
(2.21) لجال انم حت ( ره) بلا 


والتى تمائل المعادلة 2.12 


عمليات بواسوت المركبة : 


يقال ان العملية التصادفية (0 <76)0(,1) عبارة عنعملية بواسون المركبة اذا 
امكن تمنيلها لكل 0 < ؛ كما يلي : 


[لكقد 


035 2 2 )2.22( 


حيث (0 < ,)7 عبارة عن عملية بواسون وان ا 0 029 
عبارة عن عائلة من المتغيرات العشوائية المستقلة المتماثلة التوزيع كالمتغير العشوائي 7 يفترض 
في التتابع (:1) والعملية (0 <1)0,4 ان يكونا مستقلين . 

يجب ان نلاحظ ان جهة المعاد لة 222 اليمنى عبارة عن مجموع عدد عشوائي 
من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع . 

قبل ان نذكر خصائص عمليات بواسون المركبة » نوضح تطبيق هذه العمليات مسن 
خلال الامثلة الائمة : 


مثال : 24 


مجموع الطلبات المعروضة على شركة تأمين : 


نفترض ان نهاية حياة اصحاب عقود التأمين التابعة لشركة تأمين على الحياة معينسة 
تكون فى الازمنة  0٠-‏ ,7070 حيث٠‏ >7 >1 >0 نفترض أن حد وث الوفاة 


عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي « . 


اا 


ان لصاحب العقد المتوفي في الزمن »7 عقد تأمين بمبلغ والتي يجب ان تدفع الى 
الوصي في حالة الوفاة . 


ترغب شركة التأمين بمعرفة كمية المبالغ 200 التي يجب على الشركة دفعها في الفترة 
الزمنية من صفر الى ؛ من اجل معرفة كمية الاحتياط اللازم الاحتفاظ به لتغطية الكمية 
المطلوبة . 

نستطيع ان نمثل )7 على شكل المعادلة 2.22 اذن (0 60,1 
عبارة عن عملية بواسون المركبة . 
مثال : 928 


انجرافات الاحجار في قعر الانهار : 


نفترض ان ازاحة الاحجار في قعر الانهار تكون في الازمنة 00 > وج > يم 
حيث يفترض في الازاحات ان تكون حوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي , 
ان ازاحة الحجرفي الزمن <7 عبارة عن متغير عشوائي ,1 . نفترض ان مجموع الازاحة 
التي قطعها الحجر خلال الزمن ؛ تمثل 700 على شكل المعادلة 2.22 وهكذا فان 
(0 < ,142:00 عبارة عن عملية بواسون المركبة . 
مثال : 20 


نموذاج لحركة براون 8 


يظهر نموذج حركة جزيئة ما نتيجة للاصطد امات الهائلة المتكررة والعشوائية للجزيئة 
مع الجزيئات اللاخرى . نوضح هذا المفهوم كما بلي : نفترض أن وقوع اصطد ام الجزيئة 
يكون في الازمنة ٠٠١‏ > :2 > ,+ > 0 وان حدوث هذه الاصطدامات عبارة عن 
حوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي « . نفترض ان تغيبر موقع الجزيئة نتبجة 
للاصطد ام في الزمن +7 عبارة عن كمية عشوائية 2٠.‏ نحصل على موقع الجزيئة في 
الزمن ؛ وذ للكمن المعاد لة 02 بافتراض ان موقع الجزيئة يكون عند النقطة صفرفي, 
الزمن صفر . نتمكن من اثبات ان العملية التصادفية (0 <3)0,4)_تمائل بالتقارب 
عملية وينر بسبب تزايد عد د اللاصطد امات في وحدة الزمن بحالة غير محد ودة ( راجع 
البند 8-3 ) . 
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مثال : 21 


توزيع الكواكب : 


نفترض نم وجود مرك( مثل مراكز الكواكب العنقودية في النظام النجمي اومركز 
لمجتمع الحيوانات موزع عشوائيا ( حسب عملية بواسون بكثافة تساوي » ضمن 
مساحة اوفضاء ذي ثلاثة ابعاد ) (11) كل مركزيؤدي الى ظهور عد د من الكواككب 
اوالاجيال ( حيث يكون العدد الحقيقي عبارة عن متغيرعشوائي (١‏ بقانون احتمال 
(,م - [8 > :5]1 (111) يكون توزيع الكواكب او الاجيال التابعة لاي مركز حول فضاء 
ذلك المركز بصورة مستقلة بعضهم عن بعض آخر . 

نكتب العدد الكلي (2:)10 للكواكب او الاجيال المتكونة في المنطقة 7 ( ذات 
المساحة اوالحجم ؛ ) كما يلي : 


(9.93) و بم - )26 


حيث .”1 عبارة عن الكواكب اوالاجيال المتكونة من المركز في الزمن «7 نستتخرج 

قانون احتمال المتغيرات العشوائية المعرفة في المعاد له 2.23 بنفس طريقة معاملة المتغيرات 

العشوائية في المعاد له 2.2 تؤدي المتغيرات العشوائية في المعاد له 2.203 اد وارامهمة في 

نظرية التوزيع الفضائي للكواكب التي تطورت حد ينا من قبل 62010 .1 + ]5601 .بآ .10 

( ولاهمية هذه النظرية راجع كتاب نيومان وسكوت سنة [1957] اما للاهمية 
التكنيكية راجع كتاب نيومان وسكوت سنة [1958] ) . 


نظرية : ")2 

لعملية بواسون المركبة (0 < 5)0,4) تزايد مستقل ثابت ودالة خاصية كما يلى 
ولكل 0< ' 
(2.24) الس فلك" > (لا) ويب 


حيث (0).رم عبارة عن دالة خاصية المتغيرات العشوائية المشتركة المستقلة 
المتمائلة التوزيع واث ” عبارة عن معدل متوسط وقوع الحوادث . اذا كانت 
 5]1*[ >‏ فان عزوم )2 الثنائية المحد ودة تعطى كما يلى : 


المدل 


(2.25) [ااظاسح [0) ]8ه 


(2.26) [18 ]2 أسح [(8) 6 ]و7 
)22.27 ٠ثرة)‏ سصتمم [72] لم عت [(2) 5 ,(5) ]ون 
ملاحظة : 


نستنتج من المعادلة 2.24 اذاكان ”1 قيم عدد صحيح فان عملية بواسون المركبة 
(0 <: ,100 22 ستكون عبارة عن عملية بواسون العمومية وبالعكس نستطيع تمثيل 
عملية بواسون العمومية بعملية بواسون المركبة . تظهر عملية بواسون العمومية على كل حال 
بطرق اخرى . مثلا يمكن تمثيلها على شكل ترتيب خطي غير منتهٍ لعمليات بواسون 
راجع المكملة 28 ) . 


البرهان 


بما ان لعملية بواسون (0 < 37)0,4) تزايداً مستقلاً وبما ان (70) عبارة عن 
تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة الترزيع فان من الواضح 0 (0 < /,(7])0) 
ذات تزايد مستقل ( لانعطي برهاناً اساسياً ) . لكي نبرهن (0 < 400,4 لها تزايسد 
ثابت ونبرهن صحة العادلة 2.24 نبرهن لكل 0< < / مايلي : 


(2.28) 1 - (نه) يرس (ه - )ساوج حت (00) رى بردو يرم 
عند ما 2,٠٠١‏ ,1 ,0 > 2« فان 
و “(ضمارم) د زمه (و) تقس )سن | لمم عات ورور 


لانه اذا اعطيت حدوث 7 حادثة فى الفاصلة 5,/1) . فان(5)5 :- 00 عبارة 
عن مجموع 2 من المتغيرات العشوائية المستقلة المتماثلة التوزيع كالمتغير 7 .ان 


[ه - (ه) 37 - () امإطلم - (م) 37 - )81 | (00 الم[ رق ح (ن) مويه 
“لله لاط مده رريع رمع ذا - 


(هسغ4 عت 


)رو (ق ح )روي (ساتسى ل 


وهوالمطلوب اثباته للمعادلة 2.28 . لكي نبرهن المعاد لتين 2.25 2.26 » نفاضل 
اما المعاد ل 2.24 اواستخدام صيغ ( المعطاة في البند 2-2 ) تباين متوسطات مجموع 
عدد عشوائى من المتغيرات العشوائية المستقلة المتماثلة التوزيع : 
7]ظ اسح 0[18]11) افائظ - [(0) ضما 
]19 ادح (ح ]198[ () ]ه7٠‏ + (1 ]هه [7]37)0ل - [() ]مه 
يترك برهان المعاد لة 2.27 كتمرين للقارىء . 


المكمللات : 


4 تمثيل عملية بواسون العمومية كترتيب خطي غير منتة لعمليات بواسون نفرض 
00 ,1حط ,(0 <؛ ,0:)0)عبارة عن تتابع من عملياتٌ بواسون المستقلة بمعد لات . 
متوسطة تساوي 5 على الترتيب . نفترض أن م > رم رؤو در . نعرف دل( حيرم 
نعرف ايضاً . 7 

ل وي لاد ج٠٠‏ د () ه907 + () :31 )231 


ثبت ان (0 <0)0,4) . 
عبارة عن عملية بواسون العمومية بدالة خاصية معطاة 
بالمعادلة 212 . 


التمارين 


اوجد عند م01< ؛ لكل من العمليات التصاد فية (0  <‏ ,()2) الموصوفة في التمارين 
1 الى 2.7 مايلى () المتوسط [8]8)0 ١‏ (1) التباين [8)0] مهل" , (1ئة) 
الاحتمال [0 - ()]2 )17(١‏ دالة الخاصية (8)ن؟ 
2.1 نفترض ان وصول الجزيتات الى عد اد كيجر حسب عملية بواسون بمعدل 6 جزيئات 
بالدقيقة . احتمال تسجيل الجزيئة الواصلة الى العداد 9/3 . نفرضص (30 عبارة عن 
عدد الجزيئات المسجلة في الرمن م . 
تقوم ربة بيت ببيع اشتراك المجلات بالبريد استجابة الزبائن يكون عبارة عن حواد ث من 
1 ل زيوت > الال و دك الس د 


هن 


نوع بواسون بمعدل متوسط 6 باليوم الواحد يكون اشتراك الزبائن لمدة سنة . 2 سنة . 3 
سنة باحتمال 1/2 . 1/3 . 1/6 على الترتيب ويكون الاشتراك مستقلاً بعضهم عن بعضس 
يدفع للسيدة مقد ار '* عن كل اشتراك سنوي في حالة وصول طلب الاشتراك . نفرض ان 
20 عبارقعن العمولة الكلية التي تحصل عليها السيدة من الاشتراكات خلال الفترة من 
صفرالى + . 


8( صياغة اخرى للتمرين 2.2 ) . اوجد حلا للتمرين 9 بافتراض ان السيدة 


كثيرة النسيان وانها لاتعلم جميع الاشتراكات الحاصلة من قبلها . انها ستستلم 
3 من الاشتراكات ( اختير الرقم عشوائيا ) المطلوبة . 


4 نفرض ان (0 <40700,4 عبارة عن عملية بواسون بمعدل متوسط يساوي ر 
في وحدة الزمن والتي تمثل عد د الاشعة الكونية الواصلة الى مرصد جوي معيسن 
خلال الزمن صفرالى * . 


إفترض ان عد د الجزيئات في كل شعاع كوني عبارة عن متغيرات عشوائية . 
مستقلة متماثلة التوزيع كل منهما يخضع للتوزيع الهندسي بمتوسط يساوي < . افرض 
ان 500 عبارة عن عدد الجزيئات المسجلة في الزمن من صفرالى / . 


5 نفرض (20 عبارة عن الازاحة الكلية في الزمن ٠‏ للحجرالموصوف في المثال 
002 - 


نفترض ان الازاحة تخضع للتوزيع الهندسي ذي المعلمين ٠١١‏ . 


6 نفرض ان (10 عبارة عن الطلبات الكلية العائدة لشركة ال.أمين الموصوفة 
في المثال 24 افترض ان كمية الطلبات عبارة عن متغير عشوائي (0) ذو. 
توزيع منتظم بين 51.0000 . 510,000 (1) ذي توزيع اسي بمتوسط 
0 2# 1 

7 نفرض ان (20 عبارة عن كرة البضاعة المطلوبة من منتج معين خلال ) 
افترض ان الطلبات عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة « باليوم بسنما 
تكون الكمية المطلوبة عبارة عن التوزيع الاسي بمتوسط م . 


يفن 


[-! ازمنة الوصول وازمنة الانتظار : 


جرت العادة فى التجارب المشاهدة لانبعاث الجزيئات من مادة مشعة ان يحدد » 
الك عل اسن العدد المعلوم من الجزيئات المسجلة وليس بحساب الجزيئات المنبعفة 
خلال فاصلة زمنية معلومة . هذا يؤدي الى اعتبارالمتغير العشوائي .77 والذي يسمى بزمن 
الانتظار 26 00140 الى ان تقع الحادثة * . وهذا الزمن يمثل الوقت المستغرق » 
لتسجيل ”7 حادثة اذا شاهد نا متوالية من الحوادث الواقعة زمنياً . 

تعرف ازمنة الوصول المتتابعة 72,٠٠١‏ ,7 اذا علمنا بوقوع الحوادث في الفاصلة 
صفر الى وه كما يلي 71 عبارة عن الفترة الزمنية من صفر الى وقوع الحاد ثة الاول ١‏ 

وعند ما 1 < 7 فان 1 عبارة عن الفترة الزمنية المحصورة بين الحادثة (1 -2) » 
والحادئة 7 
نوضح ازمنة الوصول [170 بدلالة ازمنة الانتظاركما في الصورة ادناه 


)83.1 و17 17 1 60 17 و77 د 27 17 درلل 
نوضح ازمنة الانتظار (1770 بدلالة ازمنة الوصول كما فى الصورة ادناه 
(83.2) .1 < :1 :ه15 7 ل ل و2 "2 حت ,لآ 


هناك علاقة اساسية بين عملية العد (0 < /,07)0) وتتابع ازمنة الوصول المناظرة 
270 لكل0 < 2,٠01‏ ادس 


(3.3)اذا كانت « > (2/)4 فان+ < :+7 والعكس صحيح نوضح 3 بعبارة اخرى 
وكما يلي : تكون عدد الحواد ث الواقعة في الفاصلة [0) اقل اوتساوي # اذاكان 
زمن الانتظارالى انتقع الحادثة(1 + ©)اكبرمن2 والعكس صحيح . نحصل من المعاد لة 
8 عل : 


(8.4) 1 >7[ اذاكان» ح رن 7ى )1 < ب '[والعكس صحيح نوضحالمعاد لة 4 كما 
يلي : تحدث 7 حادثة في الفاصلة 0,/1) اذا كان زمن الانتظارالى ان تحدث » 
الحادثة 2 اقل اويساوي * وزمن الانتظار الى انتحد ثشالحادثة( (1 + 7)اكبر من 


٠‏ نحصل من العاد لتين 3 2 3.4 على العلاقتين الاحتماليتين المهمتين الاتيتين 


وين 


)3.5 ,1 ,0 ده ,ل < ايج5]17 د إ[م > )قاط 
ره ,1 2 جر[ ك جم 5]77 ع [1 > و7ل]ظ د [م ع () لاط 
(8.6) > ,17]م - 1 [0 ح () اقاط 


لكي نبرهن المعادلة 3.6 نلاحظ ان 4 . 4.17 < د77 اذاكانت /ك.'17 وليست 
؛ > دبء#! والعكس صحيح . نوضح المعاد لتين 3.5 . 3.6 بدلالة دوال توزيع ازمنة 


الوصول : 

)3.7 )1 ,0 -11 20( ا 1 0 4 ”1 
3 بو ربو - لها مح لتاوبرة 

(3.8 200 ب 1 ع (0)ن رم 


عملية بواسوث 3 ازمنة الانتظار الموزعة حسب توزيع كاماء وازدئة 
استل ل ببتناا ا بإ حت إويهاااا ااا 
الوصول المستقلة الموزعة حسب التوزيع الاسي : 
شتت سات 


نفرض ,77 عبارة عن زمن الانتظار حتى وقوع الحادثة ” في متوالية من الحوادث 
الواقعة فى الفاصلة من صفر الى « حسب عملية بواسون بمعدل متوسط يساوي 2 


تخضع ,17 لقانون احتمال كاما ذي المعلمين « , م . وبدقة اكثر 


(3.9) 0< 0 امسو د )رول 
0 > ةم ,0 - 
(8.10) 2 :0< لي ...ل وك 6 1 ع () 7 
(0.11) 7ك 5 2 > (ن) ررم 
(83.12) دع م117 
(8.13) - [,1[]مهل 


0 4١ تيل‎ 


لكي نبرهن هذه الصيغ نقوم ببرهنة المعاد لة 3.10 والتي نحصل عليها من الحقيقة 


الاتية : 


2 احا 
0 بق - ل« > () اناطع [! < «االاط - )م7 1 
مثال 84 


طول عمر هيكل واجزاء الماكنة : 


تأمل هيكل يتكون من :7 مركبة والتي تصاب بالعطب المفاجيء وحسب نوع بواسون 
بكثافة تساوي « . عطب المركبات يكون واحدة بعد الاخرى . اذا فرضنا +77 عبارة 
عن طول عمر الهيكل الى ان تعطب المركبة 2# . فان ,'[ موزعة حسب توزيع 
كاما بالمعلمين :,  ,‏ وعلى هذا الاساس يكون توزيع كاما عبارة عن نموذج لطول عمر 
الانظمة التي تعاني من العطب . يفترض دراسة اطوال اعمار انابيب لنظام شبكة الياه . 
بدقة اكثر نفرض 7 عبارة عن عد د السنين التي يكون فيها قدم واحد من الانبوب صالح 
للعمل قبل تاكله . نفترض ان ( 7 متوسط 30 سنة وانحراف معياري يساوي 18 سئة . 
اذا اعتبرنا الفرضية القائلة بان "2 تخضع لتوزيع كاما بالمعلمين «١,7‏ فاننا نستطيع 
تقدير ”١7‏ باستخدام اسلوب العزوم . اي نقدر 2 :يد بالقيم التي تحقق 


(5.14) ,*(18) - د د 1]سم؟ ,30 د -[17]1 
اذن 

11افيف لات فالات 
(8.15) و ل 20 


ان اسلوب العروم ليس بالاسلوب العام لتقد ير المعلمات زراجع ‏ عفسبمستك 6# (1940) ) 
8 0 ]. المراجع الاخرى حول اساليب تقديرمعالم توزيع كاما تجدها في كتاب 
ام . 1[ه0) سنة 1961 . 


ننبت بعد ذلك ان ازمنة الوصول المتتابع' الحوادث من نسوع 


بواسون بكنافة تساوي عبارة عن متغيرات عشوائية مستفلة موزعه بصوره متمائلة كل 
منها يتبع قانون الاحتمال الاسي بمتوسط يساوي «/1 . 


نفل 


ان هذه الحقيقة عبارة عن اسلوب للاختبار الفرضي القائل بان تتابع الح وادث 
الواقعة عند زمن ما عبارة عن حوادث من نوع بواسون . 


يفترض ان تكون ازمنة الوصول المشاهدة 70,٠٠٠١‏ .75 مشاهدات مستقلة للمتغير 

العشوائي 7 . باستخد ام الاختبارات المختلفة اوالاختبار الموضح في البند 8-5 . 
يمكن ان تختبر الفرضية القائلة بان 7 موزع بصورة اسية . وبنفس الطريقة + يمكن اختبار 
الفرضية القائلة بان الحوادث المشاهدة هي من نوع بواسون لانعمليةبواسون(0 < 0,4) 7 
مميزة بحقيقة كون ازمنة الؤصول (170 عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة 


5 32 


نظرية 34 


ازمنة الوصول المتتابعة 70,٠٠١‏ ,2 لحوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي ‏ ر 
هي عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة بصورة متماثلة مستقلة متبعة قانون الاحتمال الاسي 
بمتوسط يساوي «/1 


البرهان 


قبل ان تبرهن النظرية تبرهن ما يلي :لاي عدد صحيح 7 واي اعداد حقيقية 
در * 0٠و‏ ,1 فان : 


(3.16) ا لسن اسيك دي - الى - / ديعيل 4 ا 0 4 وح ]م 
تتحقق صحة العاد لة 3.16 عندما يكون1 - 7 بصورة واضحة لان 


)6.17 ”تم ع [0 ع () تاقاط ع زم < قاط 


لكي تبرهن معاد لة 3.16 بصورةعامةننبتلاي 1 < + ولاي اعد اد حقيقية 
مر * " "217 ره ان 
من المعاد لة ومن الحقيقة الاتية : 
)3.18 6ص [إيسرنه حت م2 ٠٠١‏ رزنه -26 | < ,1]ط 


من 


من المعادلة 3.18 ومن الحقيقة الآنبة : 
7 8 لز < 3 در < 35]ط 
[سيه ع يو2 0 ررته 252 | مأ < 2]45 01 - 
1 0 


ل اي ال لين قا 2 1 


يمكن ان نستنتج المعادلة 3.16 وباستخدام الاستنتاج الرياضي » ان البرهان 
“الكامل للمعادلة 3.18 خارج نطاق هذا الكتاب نوضح البرهان ١‏ حالة 2 >2 ان 


١ )8.19(‏ - ,2 [0- (3)ة - زر + بو)تقاط > به - 3 | بو < :17]ط 


ان لعملية بواسون 27)١(‏ تزايداً مستقلاً ثابتاً » لذلك فان : 
رمو ة) م > [0 > (0) 37 - (ي) انام - إن ,1 |0 ع ن37)3- (7 + و) أقاط 


نظا لاعتماد :7 على قيم )7 فقط ضمن الفاصلة الزمنية 7 > 4 > 0والتي تكوك 
مستقلة عن (1)ز ‏ (2 3700 : البرهان الدقيق والكامل لعادلة 3.20 خارج 
نطاق هذا الكتاب . (للحصول على براهين ذات نتائج عامة » راجع ‏ [1900] كصناط0 
او [1960] مرؤمة اذا وافقنا على شرعية معاملة 3.20 اوبصورة عامة اذا وافقنا على 
شرعية الصيغة الاتية عندما1 < 7 وللاعداد غير السالبة وه 21,٠06‏ ولك 

1 ْ لبو حت بوك 08 بره -205 | / < 2]46 

(21.) 0 00 0000 ا 
فان هدا هو المطلوب من ائباته في حالة النظرية 34 ٠‏ 
برهان اخر لنظرية 34 تجده في البند 4-4 اما معكوس نظرية 34 نستمده في البند 
5-8 ان نتائج هذا البند تؤدي دوراً مهماً في نظرية الاستنتاج الاحصائي لعمليات بواسود 
نذكر تطبيقين من هذه التطبيقات . 
مثال 38 


تقد ير معلم عمليه يواسوك : 
2 سيم 


اذا شاهدنا عملية بواسون لزمن مشاهدة : محدد مسبقاً فان عدد المرات ‏ 270 
يمكن ان تستخدم لتكوين نقطة تقدير وفترات ثقة [ نم باستخدام كون ()37 موزعة 
//ا؟ 


/ العمليات التصادفية - 


حسب توزيع بواسون بمتوسط يساوي ” من جانب اخر ء اذا استمرت عملية المشاهدة 
الى ان يتم عد ”7 مرة من الحوادث فان .”7 كمية المشاهدة المطلوبة للحصول على 7 
حادثة يمكن ان تستخدم لتكوين فترات ثقة ( « وذلك بكون ٠‏ 7ط موزعة حسب 
توزيع “7 بدرجات حرية تساوي 20 افرض ان 20 عبارة عن قيمتين بحيث اذا 
كان 7 موزعاً حسب توزيع بدرجاتحرية :27 فان2/ء-[2 < #]م- 0 > جراعم 
ان 


0 51 
2 مع ام > [120 > «[آمه > 77]0.دي - 1 


وهكذا فان (« 2/217 .م 0/2177) عبارة عن فترة ثقة ! « بمعامل ثقة يساوي؛» - 1 


للحصول على مراجع حول هذه المناقشة وبصورة موسعة راجع عاوزباو.1ق ستطنة1 
21001100 سنة (1955) 
مثال 30 


اجراءات مقارنة عمليات بواسون : 


افرض ان (:20 و(0٠"3‏ عبارة عن عمليتين مستقلتين لبواسون ولكل منهما 
معدل متوسط يساوي 1 و“ على التوالى . 


باستخد ام نظرية 34 نستطيع ان نختبر اذا كان باع ر افرض أن 21 :وم 
عد دان صحيحان وان 77٠,‏ عبارة عن زمن الانتظار الى وقوع الحاد ثة:” في سلسلة من 
الحوادث التي 'لها عملية عد (7)0 وافرض ان .17 عبارة عن زمن الانتظار الى وقرع 
الحادئة 72 في سالسلة من الحوادث التي لها عملية عد 20 . انث ,مااسط, 2 
عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين حسب توزيع ”> بدرجات حرية تساوي 901 , يرد 
على التوالي . وفقا للافتر اض القائل بان “«-« ستكون النسبة أيه ادل ايه 
موزعة حسب توزيع 8 بدرجات حرية تساوي :20.20 للبسط والمقام على التوالمي 
من هذه الحقيقة يمكن ان نحصل على اختبار الاهمية للافتراض “> +« الخطلوة 
الاهم في هذا السياق هواختبارهل ان لسلسلة حوادث بواسون المختلفة نفس المتوسط ام 
لا . للحصول على تمارين توضيحية لهذا السياق . راجع عاللناكفله ٠‏ إروسيوممم 
دكؤا (1952) اما الاساليب الاخرى لتقد ير واختبار الفرضيات التى تخص النسببة 
“/ فستجدها فى كناب مسقطصا8 (1954,1033) 7 


لدكنل 


مكملات : 
اختبار العمر . 


نستطيع ان نعتبر توقف المركبات الالكترونية عن العمل عبارة عن حوادث من نوع 
بواسوث بكثافة تساوي ويجب ان تحدد من التجربة احدى اساليب تقدير المعلم 
6 كما يلي . 


اخ رحجم عبنه مناسبا وليكن :+ ٠‏ حيث # مركبة في حالة عمل في نفس 
الوقت ثم تستمرهاده المركبات في العمل الى ان تحصل على 3 مركبة توقفت عن العمل 
افرض ان ,1 عبارة عن زمن الانتظارالى ان يقع العطب رقم ار حيث  7-1٠٠١,‏ 
افرض إن 47 30,٠0‏ عبارة عن الازمنة المتتابعة بين توقفات المركبة عن العمل 
راي ان :18 سي ث1[ ار[ حدر عندما2 < 7 ) . نبرهن الصيغ الاتية : 


) المناقشة الكاملة لخطوات اختبار العمر تجد ها في كتاب وم 11 .13 
المعنون الاساليب الاحصائية لاختبارالعمر. اوراجع كتاب نفس المؤلفسنة [1900] ) , 


4 ,7 موزع حسب التوزيع الاسي بمتوسط يساوي (1 + ز - :)/اعند ما7 , 71.٠١:‏ 
وو استقلالية ‏ 4700000,2 


0 - اذا كانت 77 روج رو كو صل (مسيم جرلا ل حرا 
ادر سم 
فان 21/0 موزعة حسب توزيع 2< بد رجات حرية "2 . 
دو ع1 عبارة عن تقدير [ 6 غير منحاز بمعنى ان 


ان 
+ 


ون برهن كيف يمكن استخد ام30 لتكوين فترقئقة 


8 6 ذات - جانبين 0-1 
بمستوى اهميهة عمسن تجاه 


يساوي 027 0 


لمستوى اهمية +90 . 


الجن 


توزيع ازمنة الوصول لعملية بواسون غير المتجانسة ٠:‏ 
تع ل ل ا سس 
اعضيت حوادات يكود وفوعها حسب عملية بواسود غير المنجانسة بد الققيمة وسطية 
مستمرة (721. عرف ازمنة الوصولالمتتابعة ٠٠١‏ ,,'2: 0 وازمنة الانتظار المتتابعة ,,/[[ 
...و( كمايلي «'أعبارة عن الزمن من صفر الىوقوعالحادثة الاولى 3 عبارة عن الزمن من وقوع 
الحادئةر1 - ")الى وقوع الحادثة :7 :.,7[عبارة عن الزمن من صفرالى وقرع الحادثة * 
اثبت عندما0 < ؛ مايل : 


8 200 لسسع 2-2 يرل 
0 ا( مر كم + جام سو دك و | م1 
31 - 45 (قادزه ل مر جمدم / 17,00 

عم لل ت(هششز وسم _- 

04 00 حلفم 00 6 > 0) يمل 

0 ل )ب ل 1 
100 )م 0 0 ب 
لآ ا 2١‏ ح ذا ,5ك (ه)ر 0 | 0ب 1 


31 وصول الزبائن الى مكان خد مي يكون عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة 
0 بالساعة . ما هو احتمال كون ازمنة الوصول المتتابعة كما يلى : 
() اكثرمن 2 دقيقة ؟ 3 
قلق اقل من 4 دقائق ؟ 
(1) بين دقيقة وثلاث دقائق ؟ 
فى احدى تجارب حساب اشعة ناته المنبعثة من مصدر :اشعاعي بكئافة 
ثابتة حيث تم عد 18,000 شعاع من اشعة »© خلال مدة 100 ساعة من المشاهدة 
المستمرة .تسجل ازمنة وصول اشعة » على شريط بحيث يمكن تحديد عدد 
الذ شعة المسجلة فى كل فترة زمنية ذات طول يساوي 1- دقيقة . 
في كل فترة زمنية ذات طول يساوي(1 -)د قيقة . 
() عند ما 5-04 اوجد عدد الفترات المتوقعة ذات الطول 1 دقيقة 


خيلا 


والتى تحتوي على / من اشعة © فقط 5 بافتراض ان انبعاث اشعة » من المصدر 
الاشعاعى حسب عملية بواسوكث بمعدل متوسط يساوي متوسط عد د اشعة ‏ © 
المشاهدة فى فترة ذات طول 1 دقيقة . 


()عند مال ,3 ,2 ,1 .م -نناوجد العد د المتوقعالازمنةالوصول للمشاهد ة اعتباريا بين :10 ثانية و 
1 +106 ثانية . 


03 - يسجل عداد جزيئات نويه معين كل جزيئة ثانية تصل اليه . افرض ان الجزيئات 
بصلن حسب عملية بواسون بمعدل متوسط 4 في الدقيقة . افرض ان 1 عبارة عن 
الفترة الزمنية ( مقاسة بالد قائق ) بين جزيئتين متتابعتين يتم تسجيلهما . اوجد : 
92 والة كثافة احتمال 7 ,(:) [1 < 7]ط 600 الات | ال 0 
4 اعد حل التمرين 8 وفقا لافتراض كون العداد يسجل الجزيئة الرابعة فقط . 
5 - يكون بكاء طفل ما حسب عملية بواسون بمعدل متوسط 12 مرة كل ساعة . اذا 
كانت استجابة والديه لبكائه في () المرة الثائية (11) المرة الثالثة . فما هواحتمال 
انيكون طول الفترة الزمنية بين استجابة والدي الطفل والاستجابة الثانية هوعشردقائق 
6 -يسجل عد اد الجزيئات النووية الجزيئة الثانية التيتصل الى العداد افترض ان 
الجزيئات تصل حسب عملية بواسون بمعدل وسط يساوي 2 بالد قيقة . افرض 
ان 200 تمثل عدد الجزيئات المسجلة خلال الدقائق الاولى بافتراض ان العداد 
يبدأ بتسجيل الجزيئة الثانية التي ستصل .. 


اوجد () [« ح () ]5 عندما " 


7 التوزيع الهندسي 


٠. (تن [0) فاه‎ ١ حم‎ 0, 1٠ 


مصدر اشعاعى معين يتكون من مادتين مشعتين حيث كل من المادتينه يي , 

اشعة » واشعة 8 على التوالي .يفترض ان يكون اشعاع المادتين بصورة مستقلة 
علم ان معدل وسط انبعاث اشعة »© وق يساوي ل +« على التوالي . 

اثبت ان احتمال مشاهدة من اشعة 8 خلال الفترة الزمنية بين تسجيل جزيئتين 


واقعن:- :فق اشعة ا ما 9 حم 
متعاقبتين من اشعة » يساوي 00 حي ١‏ 


8-تبين ان الممدة الزمنية بين الحاد ئة الاولى والحاد ثة رقم 30 في سلسلة من انفجارات 
مناجم الفحم الانكليزي تساوي 7.3130 يوماً افرض ان الانفجارات عبارة عن 


18١ 


حوادث من نوع بواسون . اوجد تقدير معدل الانفجارات الحاصلة بواسطة (0 
نقطة التقدير (1) فترة الثقة . 


9 تبين ان المدة الزمنية بين الحادثة الاولى والحادثة رقم 54 في سلسلة 108 من 
انفجارات مناجم الفحم الانكليزي تساوي 8,042 يوما ( راجع ‏ #تندهه]3 
268150 ا ء. 2ص9آ سنة [1952] ص 214 ) بينما كانت الفترة الزمنية بين 
الحادئة 55 والحادثة 108 تساوي 10,864 يوماً . اذا افترضنا ان معدل حدوث 
الانفجارفي كل من الفترتين كمي ثابتة ويساوي «« + 2« على التوالي.اوجداختبار 7 
للفرضية ««-.«. هل لقيمة 0 - 10,804/8,042 - 7 تأثير عند مستوى معنوية 
يساوي 190 ؟ 0 


1-4 التوزيع المنتظم لازمنةالانتظار: 
عملية بواسون : 


74 
يطلق على عملية بواسون غالبابالعملية العشوانية اوالنموذج الكامل العشوائية لانه 
يمثل توزيعاً لعدد لامحد ود من النقاط العشوائية ضمن فترةلامحدودة ه.. صفرالى مه . 
النظرية الاتية تتضمن بصورة دقيقة ماجاء اعلاه . 


نظرية : 44 


افرض ان (0 < 4 ,(1470 عبارة عن عملية بواسون بكثافة تساوي « . وفقا للشرط. 
- )27 فان الازمنة :4 ٠م‏ > ٠0١‏ > و > + في الفاضلةصفر الى "7 التي تقع 
عند ها الحوادث عبارة عن متغيرات عشوائية لها نفس التوزيع فيما اذا كانت رتب 
احصائية نسبة الى80 من المتغيرات العشوائية المستقلة »0 , )1٠٠١‏ الموزعة بصورة 
منتظمة في الفاصلة صفرالى 7 . نطلق على + ٠٠١,‏ :2 بانها الرتب الاحصائية نسبة الى 
رو . اذا كانت :© اصغرقيمة من قم ,نا ,-0.00]ء يا اصغر 
قيمة ثانية من قيم م7 , )/:,٠٠٠‏ وهكذا بالنسبة الى بقية المتغيرات . بحيث يكون ‏ +7 
اكبر قيمة بين قيم علا 000 رولا 


ملاحظة : 4 
يمكن القول بان الازمنة 7000078 التي تحددث عند ها الحواد ثوفقا للشروط 
ذيل 


القائلة بان / حادنة قد وقعت خلال الفاصلة من صفر الى ”7 © وتعتبر هذه الحوادث 
عبارة عن متغيرات عشوائية غي رمرقبة . وانها موزعة بصورة مستقلة ومنتظمة ضمر, الفاصلة 
صفرالى #7 . 

يجب ان نلاحظ ان المتغير:العشواني الذي يمثل زمن حدوث الحادثة وان 
المتغير العشوائى الذي يمثل زمن الانتظار الى ان تحدث الحادثة :1 عبارة عن رموز 


البرهاث : 
زلاحظ اولا اذا كانت +8 81,٠٠0,‏ موزعة بصورة منتظمة ضمن الفاصلة صفر 
الى 7 فان لهذه المتغيرات دالة كثافة احتمال مشتركة تكون كما يلي : 


(4.1) متو فاب وال الا كان لكبو 0 


7 

صفر - ماعدا ذلك : 

ان للرتب الاحصائية 72 7٠٠0,‏ نسبة الى غ6 ٠200,‏ ,دنا دالة كثافة احتمال 
مشتركة كما يلي 5 
(4.2) 7 كني > ل كك و كذ ك 0ل ريك د لا ٠:١‏ شام و0 
ماعدا ذلك و0 -: 


إن الاحتمال المشروط ؛ اذا علمت بحدوث ‏ حادثة في الفاصلة [0,/7) اي 


حد.ؤث حادثة واحدة فقط في كل من الفواصل الجزئية غير المشتركة ر[نط عل ار 
نيط ع ءا ]1 من الفاصلة [0,7) وعدم حدوث اي حادثة في اي مكان آخرء 
يساوي 


(رراط.. .3 ) مس عت ور قور 


!1 
(4.3) لل موقملا ع 0 
1 
بالرموزء اذا كانت بم > ...> و7 > 71 عبارة عن الازمنة التي تحدث عند ها 


حادثة فان 


يوط دواد 37050 | مشج كرك ار :1 5 بج > قاط 
)4.4 


يليك 


تساوي الجهة اليسرى للمعاد لة 4 بصورة تقرببية باستخد ام تعريف دالة كنافة 
الاحتمال مايلي : 


0-0-0000 لعا و ** )ير 


وهكذا برهنا ان الكثافة الاحتمالية المشتركة لازمنة الرتب 70٠٠:7*‏ للحوادث 
تساوي *1:1/1 وهذا عبارة عن د الة كثافة الاحتمال المشتركة اذاكان ‏ م7,ر0١0٠0٠,نم‏ 
عبارة عن رتب احصائية. نسبة الى ” من المتغيرات العشوائية الموزعة بصورة منتظمة في 
الفاصلة صفر الى 7 . وهو المطلوب اثباته . 

مان - 44 

0 احتبار فيما اذا كانت الحوادث من نوع بواسون . باستخد ام نظرية .44. نحصل 
على اختيار لكون الحوآدث المشاهدة عبارة عن حوادث من نوع بواسون ام لا . افترض . 
تمت مشاهدة العملية ضمن فترة طولها 3 حيث حدئنت خلالها ‏ حادثة . 

افترض ان تسجيل الحوادث 7 سبكون بطريقة عشوائية (اي- طريقة لاتكون على 

اساس تسلسل الحدوث ) . عندها  3-1,٠0-,‏ افرض ان رلا تمثل زمن حدوث 
الحادثة [ ( مقاسة من بداية فترة المشاهدة ) . اذا كان وقرع الحوادث حسب عملية 
بواسون فان المتغيرات العشوائية ,لا , ]':,٠٠١‏ مستقلة وموزعة بصورة منتظمة ضمن 
الفاصلة صفر الى 71 احدى طرق اخنياركون المتغيرات العشوائية من نوع بواسون هو 
اجراء اختبار هل ان المشاهدات .80 /,٠٠-,‏ مستقلة وموزعة بصورة منتظمة ضمن 
الفاصلة صفر الى 7 . لاننجاز الاختبار الاخير يمكننا ان نستخدم اختباركولموكروف - 
سمرنون او اختبار كريمر 60 مدد 0 ( راجع بند 3-3 ) اوحسب نظرية الحد المركزية 
اذا كانت قيم ‏ كبيرة فان مجموع 


(4.5) 0 2 ترق 


هن المتغيرات العشوائية المستقلة , حيث كل منها موزع حسب التوزيع المنتظم ضمن 
الفاصلة صفر الى 7 يمكن اعتباره كالتوزيع الطبيعي بمتوسط ١‏ 


(404© 220 َِ > [نااظله - [مق]ة 
وتباين 

2 
)47 . 5 # > [نا ]مولا « > زمه ]مو 


5185 


أذا شاهدنا خلال 7-10 دقيقة 2 8 حادثة فان المجموع 2 لازمنة وقرع 
الحوادث عبارة عن توزيع طبيعي ( بصورة تقريبية ) بمتوسط يساوي 60 وانحراف 
قياس, يساوي.10 . ش 

اما اذا حققت «51: المتباينة 


(4.8) ,1.96(10) + 60 > يرق > 1.96(10) - 60 
فاننا سنقبل الافتراض الاحصائي القائل بان الحوادث المشاهدة من نوع بسواسون . 


يقال أن لهذا الاختبار مستوى معنوية تساوي 9590 . ونقصد بهذا اذا كانت 
الحوادث عبارة عن نوع بواسون فاننا سنقبل الفرضية القائلة بان الحوادث عبارة عن 
نوع بواسونه باحتمال يساوي 9590 . راجع كتاب (1958) سدصمدط0 ص 667 
لد راسة خواص هذا الاختباو. 


البرهان الاخر لنظرية 34 


باستخد ام نتائج النظرية 44 الموضحة في المكملة 44 نستطيع ان نبرهن نظرية 
4 بصورة دقيقة كما بلي : 
ثبت قيم #« 0*0 حيث0 < ؛افرض ان 


0ك تيبم[ ام < 2ر١٠٠‏ ,رن < :1]ط ع )6 


يمكن ان نثبت باستحدام المعادلة 3.1 والمكملة 4 وباستخد ام البرهان الموجود 
في كتاب الاحتمالات الحديثة ص30 الى ص 306 . عندما/ + +٠٠١‏ < )ان 


(04.10) .*ط+: ا 1 5 


يمكن التعبير عن 4.10 كما يلي : اذا جزأنا خطاً مستقيماً ذا طول يساوي الى 
(1 +00 جرء وذلك باختيار 7 نقطة بصورة عشوائية على الخط . فان الاحتمال ‏ (0)0 


نينا 


لكون طول الجزء 7 اكبر من ,م يساوي الصيغة الاخيرة في المعادلة 4.10 في ضوء 
المعاد لتين 83.9 4.10 نحصل على : 


4 ها 001 أل حلا < مل ربط < باط 


يور"( نحن نطب 0 0 ع 1 
4 205 


حير ل را )سك 


وهذا هو البرهان المطلوب للمعاد لة 3.16 وكذ لك للنظرية 3/1 


المكمللات : 


4- التوزيع المنتظم لازمنة الانتظار ‏ 17-1 ,175,000 1 اذاعلمتان /-ص,17 
افرض ان 1 ين رمن انار ال رقت رقع لاد مسر الت . البت 


رتب ساح ل 0 8-1 ,8120-0 موزعة بصورة 

منتظمة ضمن الفاصلة (! ,0) ٠‏ 

48 - توزيع ازمنة الوصول ؛ اذا علمت ان عدد الوحدات القادمة سيكون ضمن فترة 

معينة أعماية بواسو غبرالتجانسة . تفرض أن (0 </,17700 عبارة عن عملية بوابمرث 

بد اله قيمة وصطية مستمرة ():” .اثبت ان الازمنة يج72>000>1> 7 في 

الفاصلة /0) التي تحدث عندها المتغيرات العشوائية وفقا للشروط 3700-8 <١‏ له 
نفس التوزيع فيما اذاكانت رتب احصائية نسبة الى 7 متغير عشوائي مستقل , ١‏ رو 
بدالة توزيع مشتركة 


> >0 ,لل - ”1 


ا 


46 تقد ير واختبار الفرضية التى تخص دالة القيمة الوسطية لعملية بواسوث 
اقكبر ور ال سس ا ا 
نفزض ان / من الحوادث شوهدت في الفاصلة [:0,2) "'حادثة عند الازمنة 
وجو 14 . ابت ان الحصول على اختبار الفرضية القائلة بان الحواد ث تحدث 
كذا 


حسب عملية بواسون بدالة قبمة وسطية 7000 يكون باستخدام اما اختبار كولمو كروف- 
سمرنون اواختباركريمر- فون - ميس المعرف في البند 3-5 عندما 


- م ب - ما بده 


اثبت بصورة خاصة انه يمكن كتابة احصائية كريمر - فون مابس كما يلى : 
ناا :| لقان _ لقالة | )برد 
700 0 5 اد 


+ يد - 


تمارين : 


01 الاحظ بائع صحف ان وصول الزبائن يكوان غير منتظم ويكون حسب عملية 
بواسون وبمعدل زبون واحد كل د قيقة . في احد الايام طلسب من احسد 
اصد قائه القيام ببيع الصحف لمدة خمس دقائق ق حتى ينجز بعض اعمالسه 


التي تتطلب حضوره . بعد ان رجع الى صد يقه. بان عد د الزبائن خلال فترة 
خمس دقائق كانوا اربعة زبائن فقط . قال بائع الصمحف وكيف ذ لك ؟ هل 
يمكنك وصفهم لي كي اعلمك باوقات وصوهم . احسب احتمال مقدرته 


على تحديد اوقاث وصوهم بافتراض ان قبول صحة ادعائه اذا كان ضمن 
فاصلة طوها 2 دقيقة . 

2- نفرض مشاهدة سلسلة من الحواد ث لمدة 10 د قيقة . وقد لاحظنا حد وث : 
مرة عند الازمنة 0 ,0.383 , 0.98 ., 2.02 ,3.92 ,4.12 ١,‏ 5.74 


. 9.94, 9.88, 8.49, 7.87, 0.42, 


استخد م احصائية على شكل المعادلة 4.5 لاختبار الفرضية القائلة بان 
الحواد ث من نوع بواسون ( عند مستوى معنوية 9590 ) . 


3- إفرض ان:(2 > )عد دان صحيحان وان 4 عبارة عن عدد حقيقي . 


/ا1 


اثبت ان لزمن الانتظار الى وقوع الحادثة 7 دالة كثافة احتمال وفقا لشرط 
حدوث ” حادثة من نوع ( بواسون ) خلال الزن م : 


>2 > 0 اذ 2 2 0 0-0-8 


وها متوسط 


#417 


4-5 عمليات بواسون ا لمصفاة وجوه2 5200 015502< 8111818 
ل سس سمش ل مسسصصسستسسه 


يمكن استخدام عمليات بواسون المصفاة كنماذاج لمختلف الظواهر العشوائية . يطلق 
على العمليات التصاد فية بعملية بواسون المصفاة ( ان هذا الرمزغير قياسى ) اذا امكن اعتبار 
ظهورها من خلال العمليات الخطية على عملية بواسون . تقد م ذكرهذا النوع من العمليات 
في الفيزياء الضوضائية كنموذج للضوضاء الطلقية . استخد مت هذه العمليات بعد ذلك 
فى بحوث العمليات كنموذج لعد د القنوات الخد مية المشغولة في نظام لعد د من القنوات 
الخد مية غير المحدودة . نوضح مفهوم التعريف بامثلة بحوث العمليات الاتية : 


مثال : هه 


عد د القنوات المشغولة في نظام للاتصالات التلفونية : 
ودحو اج اسار سو وار "الو رجي ا لو 


نفرض ان مركز اتصال تلفوني يحتوي على عد د غير محد ود من الخطوط التلفونية . 
كل نداء سيشغل قناة واحدة . نفترض ان النداءات تحدث في الازمنة 79,٠0٠٠‏ يم 
حيث ان. ٠٠١‏ > و , > ,ح > 0 .نفترض ان وصول النداءات عبارة عن حوادث .من نوع 
بواسون بكثافة « ١ط‏ تمثل المدة المستغرقة للنداء الواصل في الزمن .7 .نفترض ان 
...رو بلاعبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة موزعة بصورة متماثلة . )1 عدد 

القنوات المشغولة في الزمن ؛ والتي يجب علينا تحديدها .احدى طرق تمثيل ‏ 100 
بعدد الازمنه 7 حيث .ا + ,م > 4 > .7 وتكتب هذه الصيغة بالرموز 
هي 0 وتكتب يغة بالرموز كما 


2 0م 


(5.1) و( رك - )وم زز ع )عر 


حيث ان دالة معرفة لقيمة وكما يلى 


/ا >5 >0 ١‏ 1- (إزرم)وم 
8< 5 او 0>هة , 0- 


ان 20 عدد النداءات فى الفترة [/,0) 


. مغال 513 

عدد القنوات المشغولة في نظام انتظار يحتوي على عدد لامحد ود من القنوات 
نفرض ان وصول الزبائن الى نظام يحنوي على عد د لامحدود من القنوات في الازمنة 
>7 > الزبون الواصل في الزمن .7 يحتاج الى مدة عشوائية من الخدمة ,3 . 
افرض ان 100 تمثل عدد القنوات المشغولة في الزمن : .بمكن كتابة العماية 
التصادفية )2 على شكل المعادلة 3.1 . 
مثال 50 


لسمسشدم 


افرص ان العسال يصابون بانحوادب في الازمنة. ٠٠١‏ >2 > :7 ان العامل الذي 
يصاب في الزمن .+ لايستطيع العمل خلال مدة زمنية ,1( عشوائية ) حيث يستلم 
خلال تلك المدة مخصصات تأمين. افرض ان 100 تمثل عدد العمال الذين يستلمون 
مخصصات تأمين في الزمن , .يمكن ان تكتب العملية التصادفية (0 جح /,(0:)0) 
على شكل المعادلة 5 . ١‏ 


مثال 512 


عدد الجزيئات التى تغلق العداد ©22112851هم 
2 
افرض ان الجزيئاتالمنبعثة من مصدر اشعاعي تصل العد اد في الازمنة ٠٠٠‏ > و7 > 1ه 
الجزيئة التي تصل العداد في الزمن تغلق العداد لمدة زمنية عشوائية .7 اي ان 
الجزيئة التي تصل العد اد في الزمن [.1 + , ,.:)سوف لاتعد .افرض انا () تمثل 


اخيل 


عد د الجزيتات المسببة انغلاق العداد في الزمن ( لاحظ ان العداد يكون غير منغلق 
في الزمن / اذاكان (0 -()1. والعكس صحيح ) . 


تحقق العملية التصادفية 0< ,0 العادلة 5.1 . 
0 < ؛ يطلق على العملية ابصادفية (1)100,1<0 بانها عملية بواسون المصفاة 
اذا امكن تمثيلها لقيم اكما يلي : 
الققد 
(5.2) (ا عام بخ > 0ه 
حيث ان () 0 < 100,1 عملية بواسون بكثافة ” ٠‏ (,1[) (11) تتابع من 
المتغيرات العشوائية المستقلة الموزعة بصورة متمائلة كالمتغير العشوائي ٠‏ وانها مستقلة عن 
(0 < ,)ا ب (11) (/,<) دالة لنلاث متغيرات حقيقية ٠‏ تسمى بدالة 
الاستجابة !لال 07156 نوضح المعادلة 5.2 كمايلي : اذاكان »+ 
يمثل زمن حدوث حادئة . فان ,3 يمثل سعة الاشارة المتعلقة بلك الحادثة . 
(م,, )20 تمثل القيمة عند الزمن / لاشارة ذات كمية ! متكونة عند الزمن 
وان )21 تمثل القيمة عند الزمن + لمجموع الاشارات المتكونة بسبب حد وث 
الحوادث في الفاصلة [/,0) ٠‏ 
اذا اردنا تخديد عملية بواسوت المصفاة يجب ان نذكر ما 7 
)0 الكثافة « لعملية بواسون تحت الدراسة )0 التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغيرات 
العشوائية ”11 (111) دالة الاستجابة . 


دوال الاستجابة المخالية وصمناعسية ععصوووء [108م13 2 بصورة عامة 
كك 000 
)5.3 (رورج ح 1)ودلة حت (لارترأ)نا 
لدالة ما (200)57 بعبارة اخرى . التأثير عند الزمن + للاشارة الحادثة عند 
' الزمن يعتمد على الفرق الزمني (+ -- /) فقط بين 5,4 ٠‏ ا 


ان الدوال 
١ )8.4(‏ نم > و > 0 8م10 1[ ع (رإرو)وسه 
0 ح ماعدا ذلك 
(5.5 ن > و > 0 جم 1‏ و سان ح (زارة)وس 
0:- ماعدا ذلك 


تؤدي الى ظهور عمليات تصاد فية تحدث بكثرة في العلوم الاد ارية ( راجع الامثلة 


تحقق بصورة عامة الدوال ذات الشكل . 


١ 6.0)‏ ال 
الشرط الاتي 
227( 0 > 5ه 8م 0ح ر(هم)رسه 


حيث ان (21)5 دالة مناسبة . 
ندرس هذه الدوال غالبا في نماذج الضوضاء الطلقية .دالة مهمة اخرى هي : 


(2.8 1ع> (و)س اذاكان ‏ 0<وى 
: 0- اذاكان 5>0 


8 1 
والتي تماثل عمليات بواسون-المركبة (كما معرفة في البند 4-2 ) 
نظرية: 54 


افرض ان ()20 عملية بواسون المصفاة المعرفة بالمعادلة 3.2 . ان لاي عدد 
موجب 24 وعدد حقيقي # فان : 


(69 0 ا إجك 11س”ماظ أ اصع ح (سارىيم 


وان لاي 0 < :) < و واي عددين حقبقيين 720911 فان 


5 
جل #1 رصي امس لاست م]ور “إل د | جرت ت (علارها) يي بجر ري يرم 
0 


(5.10 : 2 1 ممه امن ]ووز 0 1 


15١ 


اذا كان لجميع قيم + رمه > [(رجر)*صدائة فان ل 300 عزوماً اولية 
وثنائية محدودة كما يلي ا 


(5.11) به [(آ رجرة) مه]7 “ 1 « ع [() ]18 
(5.12) بج [(7آ رجرط) *سه] 9 ' 1 ع [() ]ولا 
(5.13) .2 [(7,جروة) مد( رم ور لان هلهم 01 م ع [(وغ) ]3 ,(0) ]007 


قبل ان نبرهن نظرية 54 ندرس نتائجها . 


مثال 518 
عد د القنوات المشغولة » عد د الوحدات المادية للخد مة المشغولة . . الخ 
بواسون . 


افرض ان 200 تمثل عدد القنوات المشغولة في مركز الاتصالات التلفونية حيث 
عد د القنوات غير محدود » عدد الوحدات المأدية للخدمة عبارة عن نظام خدمي 
يحتوي على عدد غير محدود من الوحدات وعمليات مشابه الى ( الامثلة .54 
الى 50 ) اهترض ان وصول النداءات اوالزبائن عبارة عن حوادث من نوع باون 
بكثافة' لاأوان أزمنة الخد مة مستقلة وموزعة بصورة متمائلة كالمتغير العشوائي 7 المستمر غير 
السالب . ان 3500 عملية بواسون المصفاة التي تعطي دالة استجابتها بالمعاد اتسين 


3 5.4 . من النظرية 54 نحصل على دالة خاصية . ذات بعد واحدك 
كما يلي 9 . 
(5.14) 5 |2 1 عمسمو ]وذ بأل 3 > (ل) ويه 


اذا عوضنا عن ج-+#عة نحصل عل : 
(5.15) |مه إر# قا كتتمور ' ل اوس - (نا ميرم 


إن (1--6.23ام) ,م متغير عشوائي عند ما تكون قيمة * مثبتة » ويساوي أما 
صفراً او 6-1 انها تساوي القيمة الاخيرة. عندما 5< 7 . اذن 


و < لا]ط 1 سنم) بك #1 لاط ووز < 
7 -1(]1 ")عد 


4 


وانما 

261١ )5.16(‏ [(6 +7 -1] بأل 1 - *“م) |صعيه - (:0) جرم 
من المعادلة 5.16 نحصل على ان ()2 

موزعة حسب توزيع بواسون وبمتوسط يساوي 

(5.17) ,25 [(6) 7 - 1] لل 

يمكن ان ننبت ان للمتغير العشوائي 7 ذي المتوسط المحدود 


(5.18) 3 لأ - وك [() -1] “,) - [2] 


نحصل عند ما تكون قيم كبيرة على (640 ام بواسون بمتوسطمل 
يساوي [1]لاه 


تكتب هذه القيمة باسلوب ذومعنى اكثر وكما يلي : بعد ان يكون نظام الانتظار 
ذوالعدد اللامحدود من القنوات في حالة عمل لمدة طويلة فانعدد الوحدات المأدية 
للخد مةوالمشغولة ستكون موزعة حسب توزيع بواسون بمعلم 
م - (متوسط عدد الوحدات اللأدية للخدمة والمشغولة ) - 


ظ متوسط زمن خدمة الزبون, ساو 


متوسط زمن وصول الزبون 


ص 


احتمال عدم وجود قناة مشغولة يساوي 


(5.19) بمدم > [0 ع ()1]ط 
نستخد م المعاد له 3.13 للحصول على تغاير )5 . 
عند ما 2 > 5. 
4 [(1 رج ح )وس( رم ]7 * و[ ح [0)لة ,(8) ]00 
[(ا رع سخ حل مؤأمنهة( 1 رنة)و] 15 ” و1 برايث 
1 
م/1 العمليات التصاد في 


عند ما تكون 0 متبتة فان اه ا حك يله)وئلة( لآ رلة)وتنة تساوي صفرااو تساوي 1 
عند ما © 58 - 4< 75 ,اذن عندما؛ > 5 فان 


(3.20) ننه [(له حل هس )7 7 1] أل« > [0)غة ,(8) ]م0 
عند ما تكون ازمنة الخد مة موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسط يساوي مم/1 فان 
سدم > )م - 1 وان 
5.21١‏ > 5 108 سمب ساسسو) 2 22040 
يهمنا في هذا المجال بصورة خاصة دراسة التغاير عند الزمنين 68 + و حيث « زمن 
معلوم : ٠.‏ 
(5.22) مسق اح «سسسى) 1 > [( ع مالا ,(8) ]م0 
اذا جعلنا 5 تقترب الى + في المعادلة 5.22 فان للغاية الاتية قيمة حقيقية 
(5.23) .0 < د ع1 سمدم 8 - [(0 + 26 ,(8) ]007 رغر 
نستطيع ان نعتبر عدد القنوات المشغولة 200 في نظام انتظار لمدة طويلةمن الزمن 
بانه عبارة عن عملية تصادفية ذات تغاير ثابت 
( كما معرفة في الفصل 3 ) بمتوسط ذي كمية ثابتة : 


(5.24) - 1( نظ 
ودالة تغاير 
(5.25) ال 500 


بافتراض ان ازمنة الخد مة موزعة حسب التوزيع الااسي بمتوسط م/1 وان الوصول 
يكون من نوع بواسون بكثافة « . 
تمرين للقارئ؟ : في حالة التوزيع العام لزمن الخدمة ابت ما يلي : 


05.26١‏ .إن لوحم 1 -1 ]لاله ك [(ه ل هك ,رهم دوه رغ 


54 


مثال "51 
عمليات الفضوضاء الطلقية ونظرية كامبل ( لاءطمسة" ) 
ا 


يقال ان العملية التصاد فية (مه >: > مه - ,()]2) عبارة عن عملية ضوضاء طلقية 
اذا امكن تمثيلها بالموقع الابعد للنضات المتكونة عند ازمنة عشوائية ٠.‏ ,رج ..<, ٠...‏ 
6.27 و 000 


يمكن اختيار اشكال النبضات عشوائيا بصوره عامة متكونة من الاشكال ‏ (5,0) : 
معلمة بالمعلم ؛ . نحتار المعلم /: في كل زمن ليمثل قيمة المتغير العشوائى ,1 وهكذ ا 
تعرف 2000 بانها ابعد موقعا ١‏ 


6.29 لمر سم 50 - وال 
نفترض ان حدوث الازمنة 17-7 يكون حسب عملية بواسون بكثافة تساوي » 
وان (0) عبارة عن تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة الموزعة بصورة متمائلة . 


تؤدي العمليات العشوائية ذات الشكل المبين في المعاد لتين 5.27 + 5.28 دورا 
مهما في نظرية الضوضاء الطلقية في الانظمة الفيزيائية . بنفس اسلوب برهنة نظرية 2 
يمكن ان نبرهن النتائج الاتية المتعلقة بالعملية (ه - > ) > مه - ,(1)0) المعرفة 
بالمعاد له 3.27 


(5.29) 5ه تمة اي / إصته ع (ناىج؟ 


(6.30) 08م 7 ل[ دع [(0) ]22 
١ )5.91(‏ 200002 8 /[ د )ااا 
(32.) و0 (ن ل ى) م (5) 10 02 م ع إلم 6 


يطلق على_المعادلاات 0 إلى 7.32 عادة بنظرية كامبل لابعد موقع للنيضات 
العشوائية . ( راجع كناب 141019111 للحصول علىمراجع حول البحوث 
وتاريخ نظرية كامبل ) . 


ه14 


لاجل توضيح استخد امات نظرية كامبل ٠‏ نجد متوسط ء تباين » تغاير العملية 
النتصاد فيةالتي في شك المعاد لة 5.27- عندما سرد 
(5.33) 7 > : > 0 رويك - ()م 
ماعدا ذلك 0- 


حيث 700 كميتإن ثابتتان معلمتان . ( تصف هذه العملية التبار الكلي 2000 
المار خلال انبوب مفرغ في الزمن ؛ ٠‏ نتيجة لمواقع نبضات التيار البعيدة المنكونة نتيجة 
لمرو الالكترونات في الكاثود الى الانود » لكل الكترون شحدة 2 _وبستغ ق وقياً رع 

ورالا لكترونات في الكاثود الى الانود » لكل الكترون شحنهل-ويستغرق وقناً يساوي 17 
للمرور.من الكاثود الى الانود ( راجع كتاب 02 و2006 سنة 1958 ) 


نحصل من نظرية كامبل على مايلي : 
(5.34) 6 2 و م ١‏ ا دح [() ]قا 
2 2 2 
(5.35) مه م / « > [() ]مه 
٠‏ 
"2 > |« جه وعد 1 كل -) د [(د سد 0 36 ,(0) 00116 

١ 

(2.36) ماعدا ذلك ,0 


نوقشت اساليب الحصول على سعة توزيعات عمليات الضوصاء الطلقية بصورة موسعة 
في كتاب 6نوطاذ© و علدلاه2 سنة 1960 . ١‏ 


مثال 50 


'نماذج للاختلاف الدآخل والتعجيل فيّ حالة عشوائية : 


نستطيع دراسة مختلفٌ العمليات التصاد فية التي قام بد راستها(0091<06)1900مه31 
و0000 (61901 كنماذاج للاختلاف الد اخل والتعجيل في الحالة العشوائية وكانها 
عمليات بواسون المصفاة . نذكراولا النتائج الرياضية التي سنشرحها فيما بعد . 

اعتبر عملية بواسون المصفاة (0>1>00 ,2000 المعرفة كما يلى 
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05.37 الممسوم أ دوع 


حيث لمم عبارة عن ازمنة وقوع الحوادث من نوع بواسون بكثافة « وان 
(6.38 0<. ع © |و|م- رام 
د 4 0ل فو 
حيث ان © + 86 كميتان موجبتان ثابتتان . نلاحظ ادناه ان 6 تحقق الشرط 
٠. 8 < /2‏ 
تعطي دالة خاصية )5 بالصيغة 
)2 11 لاماي 1 الك 00-5 2 


(5.39) 4 مسيم ع ل[ الك - 
/ 4 [1 ح (و) ممه ههه ] “] امت - 


نجد قيمة التكامل الاسي كما يلي . افترض أن0 < ::. اذا افترضنا ان 7 5م - ف 
اوان »-(مه/) - ه حيث 1/8 > » فان 


1ن 19 عويو”يو - حت و0 (1 (تحهمب) ومن 0 
يتقارب التكامل الاخير عند ما تكون 2 >> 0فقط وهذا يعني 1/2 < 86. وهكذا » 
اثبتنا ان دالة خاصية عملية بواسون المصفاة. معادلة 5.37 مبينة كما يلي : 


(5.40 “الم حت (بة) ني )جرم 


حيث 1/8 دم , 707 ومه -1) معن إل 6 روه2 ع ز[ 
تسمى دالة الخاصية التي تكون على شكل المعادلة 5.40 بد الة الخاصية المتوازينة 
حقيقياً عازماة 2:01 عندما تكون 2>ع>0 ( راجع و«ؤم1 [1900] ) ٠.‏ 


عند ما 2< فان الجهة اليمنى من المعاد لة 0 ليست بد الة خاصية . في حالة 
كون 1ع فان المعاد لة 5.40 تكون دالة خاصية توزيع كوشي ١‏ وعند م21 فان المعاد لة 
0 تكون دالة خاصية التوزيع الطبيعي . تكون لدالة الخاصية عزوم ثنائية محدودة » 
فقط في حالة كون 2 ح يه 


ون 


هناك عدة طرقٌ يمكن بها اعطاء تفسيرات فيزيائية لعملية بواسون المصفاة . معادلة 
7. مفلا يمكن اعتبار الجزيئات الموزعة بصورة عشوائية على خط مستقيم رحسب 
عمنيه بواسون بكثافة تساوي « ) . افرض ان قوة الجذب بين اية جزيئتين تساوي 6-ن 
حيث © كمية موجبة ثابتة وان 7 المسافة بين الجزيئتين . ان 200 ستمثل القوة الكلية 
المتسببة على الجزيئة الموضوعة في الزمن / . بما ان القوة والتعجيل متساويان . لحد عامل 
ثابت فاننا نستطيع ان نعتبر 2100 بانها تعجيل الجزيئة الموضوعة في الزمن / . اطلق 
0 (1901) على هذا بانه تعجيل جزيئة فى محيط عشوائي ( لابخضع لقانون معين ) 
ان المعادلة 2.40 تضصف فانون احتمال التعجيل بي الحالة العشوائية . 

نستطيع تطوير نموذج التعجيل في الحالة العشوائية ليشمل الجزيئات الموزعة فى 
الفضاء . 

وبهذا ستشمل رسالة عاتهصةئان11 ( راجع انقططاعفمل سمط [ 1045 ع * 
ص70) التي تتعلق بالقوة المؤثرة عا , النجوم نتيجة للجاذ بية الحاصلة من النجوم المجاورة . 


بوسيع مفهوم عملية بواسون المصفاة : 


من الممكن اعادة صياغة مفهوم عملية بواسون المصفاة كما بلي : 
افرض ان (0 < + ,0  <‏ ,(,)17) غبارة عن عملية تصاد فية وافرض ان 


(5.41) [((7,) "احرج )8 - (80) ووه 
تمثل, دالة خاصيه العملية اعلاه . افرص بعد ذلك ان 
2,01 ,1 ع ست (0 < جره < ١‏ ,اام 1477) ٠‏ 
عبارة عن تتابع من العمليات التصادفية المتمائلة التوزيع كالعملية:0 < ؛,(م,)) 07 
(0 <+ . افرض أن ...>:7:>7 عبارة عن ازمنة وقوع الحوادث من نوع 
بواسون بكثافة - وافرض ان 2700 عبارة عر. عدد الحوادث التي حدئت في 
الفاصلة 0:/[1) . تعرف العملية التصادفية (0 < + ,7)0) 


)27 
(5.42) (مرة) 17 2 - )2 
بانها عملية بواسون المصفاة ( بالمعنى التوسيعى ) اذا افترضنا ان جميع العمليات 
التصادفية (0 < 8')0,4) (0 < +,0 < ؛ ,(ن)ء. 117 + 1,8 - : نكون مستقلة . 
نبرهن ما يلي بنفس طريقة برهنة النظرية .54 
لحل 


)00.48 3 )ري سرض 1 + ا وده - تاويرب 


440.ق) رجه [(جرط) 17]117 “ و[ « - [0) ]5 
(5.45) 47 [(رط) 27]17 ره - [0) ]ههلا 
مثال 4-5 

عمليات النجتمع مع وجود الهجرة 


اذا هاجرت احدى الحيوانات المعينة التي تعود الى صنف ما الى منطقة اخرى في 
الزمن / +فان عدد اجيال ذلك الحيوان والتي ستكون موجودة في تلك المنطقة في 
الزمن 8.عبارة عن متغير عشوائي (7,) 77 افترض عد م وجود حيوانات من الصنف في 
الزمن صفر . وتمت الهجرة في الازمنة ٠٠١‏ > 70 > :51 والتي كانت من نوع بواسون 
بكثافة « . افرض ان ().018 ترمزلعدد اجيال الحيوان في الزمن / الذي 
هاجرالى المنطقة في الزمن + . ان العدد الكلي (): للحيوانات في تلك المنطقة في 
الزمن , يعطى بالمعادلة .دب.ج . بافتراض ان عمليات المجتمع تكون مستقلة نحصل 
على ان (0 <: ,400 عبارة عن عملية بواسون المصفاة ( بالمعنى الواسع ) . بدلا 
مزكتابة دالة الخاصية سنكتب الدالة المولدة للاحتمال : 


ح () راط" 8 - (إزم) ول 
اذا علمنا بالدالة المولدة للاحتمال 
[اذع (جرغ) 117] "جع د ح (مرازة) جل 
فان ش 
(5.40) 04 (تراز) رولا /) + ا وه - (ازه)رلا 
كتطبيق لهذه النتيجة تجده في مئال 48 في الفصل السابع . 


برهان نظرية 54 
لاجل برهنة النظرية نجد اولاً دالة الخاصية . [(() كلمن + (ا)كادهه): م20 
يمكن ان نفترض ان [ (/7.1. )10 الخاصية الاتية لاي 
0 - )إل > 2 
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لايوجد اي تأثير للاشارة الحادثة عند الزمن + على الزمن السابق / . وهكذ! 
يمكن كتابة 700 كما يلي : 


000 رمد كرق) لد 2 - 40 


مس 


«(مارد0 يق - (ما) عد ل () كارن 
بافتراض ان 1 
٠‏ (لأرتردة)صدوله حل (لاركرد/)سهدمة > (لارج)9 
لايجاد قيمة دالة خاصية 700 نجد اولا مايلي : 


ع _ 2 
١1م‏ 9 2 - 2 ,[ ]7 عد 


لكل '0<: عرف 
(5.47) 1 الاو]زل ك ()ي 
نبرهن ان 
(5.15) ع4 (مم “ل «إصع دوي 


من هدا البرهان سنحصل على المعادلة 5.10 , لكى نبرهن معاد له 5.18 
سنناقش طريقة واحدة من عدة طرق مختلفة . نكتب اوله 


(طلدة) ‏ .[م ع (0)ثق - رزو 1*0 لدع (0) نظ - )م8 | زور 2 ]17 


اذا علمت بوقرع حادثة فقط يساوي نفس توزيع المتغيرات العشوائية الرتبية نسبة الى 
_للت من المتغيرات العشوائية المستقلة الموزعة بصورة منتظمة ضمن الفاصلة من صفر الى 
:.يمكن ان نستنتج ان (كما مبين ادناه ) . 


ان التوزيع المشروط للازمنة و > ,م > 000 > :7 > 0 التي تقع عند ها الحوادث 


[ ع (0) تقح (م) 3 | لمطيمم)و ب فمساط 


(5.50) ْ [(لا,ج) وة مجع ]و1 * 0 ! - “([(ظ,نا)وة مجم - 


١ 1100 


حيث 77 موزعة توزيعا منتظما ضمن انفاصلة صفرالى 2 ٠.‏ إن قاذ يكن 
١ 0‏ 0 نحصل على ١‏ 
١‏ 8 ال 200 007 اند لل 1] “(واس 3-7 2421-6 


578 7 
00 ل ال اه 
")1 6ض م م- 
3 (1- [07مامى] 712( 58 4 م - 
0 


| ()؟ب 1 1 مع - 


وهو المطلوب اثباته بالنسبة للمعاد لة 5.418 
تجدر الاشارة الان الى اعطاء تفصيلات اكثرحول اشتقاق المعادلة .5.50 افرض ان 
4 عبارة عن حادئة ان 7ح (0)/ى - (7)0 وان 


4 | لظام و )إن دوي 
احننها 
لاي عدد من الأعداد الحميقية و ** 81٠‏ التي د تحقق اليه طْ 
> يو >0 > وق > ره > 0 نعرف ما يلي : 


0 بصيو .بره تيد رك | (سآبه9)6 2 وه ] - زه ٠٠.‏ ,زة) © 

يمكن ان نتحقق مما يلي : 

3 حرو .ريه عت يج رك | (مآرمة) و نمه | - 00005 
.ص1 ريرة) و1 عد ]17 11 3 

بعد ذلك » يمكن ان نتحقق مما يلي : 


وغ 0 7 
20007 رن ر.-.. ١ضة)‏ مق 9 05 ل 051 ل[ دوي 
7 1ه 0 
و . 1ق) 2 .1 .و05 1 051 “ا - 


(5.51) ر(ه ٠٠.‏ ,81) صم ل 8 د 


)ية .م 3 


لمق 


لآت لمه,١‏ ,)ب دالة متناظرة ٠‏ نحصل من المعادلة 1 مباشرة على المعادلة 
0 . 


نستخدم الحقائق الاتية لابجاد صيغ 0 ا 20 : 


3004 [1> 1 1 60 (0) 0 


(0)ن يرب 0 > 01 ]مولا نن 
(5.52) 0 يي 0-6 > 21 ,() ]ون عن 


المكملات : 
4 - > تعميم نظرية كامبل . تأمل العملية التصادفية ذات اشكل 


)7 - )رن 6 2 )2 


#كي كه 


حيث ا عبارة عن ازمنة وقوع الحوادث حسب عملية بواسون بمتوسط معد ل 0 
بوحدة الزمن . وان (,1) متغيرات عشوائية متماثلة التوزيع كالمتغير العشواني 


اثبت ان 


5 انس أل صر > [واخامسلة ,4 واس بس - [0) ]2ه 


50- عمليات بواسون المصفاة غير المتجانسة 


افرض ان (0 <207)0,4) عبارة عن عملية بواسون غير المتجانسة اوبدالة 
قيمة وسطية [(8]070 ع ():7 ذات مشتقة مستمرة 


010- 0 


لاحظ ان :0 (ه عبارة عن احتمال حصول قفزة واحدة للعملية 0 فى الفاصلة 
الزمنية /4 +4 ]1 تقريباً . افرض ان 0 <؛,8)0) كما معرفة فى المعادلة . 
ابت ان 


ذف 


47 11 - تدافاو روا رأ عا 1 
بج [(1بجرط)س] 7 جد ل و - [8]3)0 
ب [(1 بسر )ثم]7 لجس “ / - [0) ]مو 
47 171 رتروطاقة 17 برس ل ل “ري د 1ه 00137 


ملاحظة : 

3 ان هذه النتائج عبارة عن نموذج للضوضاء الطلقية غير الثابتة . تأمل الضوضاء الطلقية 
الناتجة من صمام ثنائي ذي درجة حرارة محد ودة يشتغل بتيار متناوب من مصد ركائود ي 
مسخن مباشرة . ان احتمال انبعاث الالكترونات من الكاثود يختلف اختلافاً دورياً - 
ان عدد الالكترونات 2700 المنبعثة في الفاصلة الزمنية 2 [/,0) 52 
بواسون غير المتجانسة بدوال دورية تساوي ()» 


300 قانوناً بعطى بالصيغة الاتية : 
05 (5)ثأمه 1 [* ]طم 8 (0)يرب 0 1 


بافتراض وجود توقع وتكامل مطلق . 


لام اك 


تأمل حوادث تقع على شكل مجموعات بدلاً من شكلها الانفرادي ( مثلاً . الحصول 

على الجزيئات باستخدام الاشعة الكونية ) . عندما -4 افترض ان الحادثة 

عبارة عن وصول ‏ جزيئة في نفس الوقت وحسب عملية بواسون (7:0 بمعدل 

متوسط +2 بوحدة الزمن . افترض استقلالية العمليات ,3 ب1 عط رمق 

افرض ان .١)(‏ عبارة عن العدد الكلي للجزيئات الواصلة فى الفاصلة /,0) اذن 
ا 20 + لك ع ()) لا 


0 البت ان ابس ح [() 107 , اوس ع )قاعملا حيث 
بم ازد ديم م زح حمس 
1م عدم 


(1) 2 اثبت ان (0 تمثل على شكل عملية بواسون المركبة . 

(:1 2 افرض ان الجزيئات المتكونة باستخدام الاشعة الكونية تتكون من جزيئات 
تتبادل شحنات متساوية الى الكترومتري ذي انحراف في الزمن ؛ يكون ٠‏ 
بالشكل الاتي ١‏ 1 


0-5 «<«م 5ه 


؛ كير؟ >0 


حيث (10 عبارة عن ازمنة استلام الشحنات » وان 00 عبارة عن دالة استجابة 
النبضات . 


0 التقارب الطبيعي لعمليات بواسون المصفاة . افورض ان 
06 ظد 2ن 


0 > ير > 6 
عبارة عن عملية بواسون المصفاة . افرض ان 2 - 
4# [(لآرط )سا ذ] « - )مم 
,5 [2| (لروركاس | ]ظ 7 ] م ك )ثم 
87 [(لرجرطكم(ظرجرهاساق إر ْ 
وو سياس يي تت و6008 
2 1نا (صطام |6 إل 47 1*ا (طرصرهام |36 )را 
+45 [5| (لارترطام | 1ق 2 ] « - )1 
افرض انكل قيمة من قيم ().,0)0 ,+ ,2 ()5 المحدودة ستقترب الى 
47 [2| (رجرل/س | ]9 ا 01100 
“إل رومس اط[ |« 00م 
الى صفرعندما تقترب بعض المعالم ( مثلاً « ) الى حدود معينة . عندما تقترب هذه المعالم 
الى الحدود المعطاة فان (» > ؛ > ٠‏ -,()3) ستكون متقاربة طبيعياً بالمعنى الذي تتحقق 
به صحة المعادلة 5.8 في الفصل الثالث . 
تلميح : استخدم الحقائق الانية 


قم _ِ- 
1سعر و 


5ن | )5 057+ 


1سر 


2925 


حيث م ترمزلكمية ذات قيمة مطلقة اقل من 1 ائبت ان العملية القياسية 
(ه >1 > م - ,)*8) ٠‏ تحقق 


( أر )م اغارله 0 1ت (منار. 1ة) ب 10 


+0 


التمارين 


لكل من العمليات التصادفية )3 الموصوفة في التمارين 5.1 الى 5.7 
() اوجد القيمة الوسطية [2]2)0 - 000 والغاية ()«7غا - :7 
ان وجدت عندما 0<, 1 
0 اوجد. التباين [0)*#]مم؟ - )8 والغاية 
.وجدت عندما 0 <؛ 
(ننذ اوجد التغاير [(,/) ,]000 -ح 2 ,)2 والغاية 
[2 +26 ,(5) ]00 غا ح- 2000 ان وجددت 
(1) اوجد دالة الخاصية ر) ,رمأ ذات البعد الواحد عندما 0 < / 
تأمل ربة البيت في 'التمرين و (ص. 1312 ) . افرض ان )2 تمثل العمولة 
الكلية النائجة من طلبات الاشتراك خلال مدة سنة واحدة سابقة [ ؛ مباشرة . افرض 
تمت ملاحظة ربة البيت بعد سنة من بدء بيعها للاشتراكات . 


(0مغا-ت إن 
نيا 


1 تأمل ربة البيت في التمرين 9 . افرض ان (30 عدد الاشتراكات التي بلغتها " 
وج ربة البيت في الزمن , 

5.3٠‏ العدد لله جب 2001/21 _ . افرض ان الأثارات الالكترونية ( مثلاً في يحالة 
الجزيئات المشعة الواضلة مل الاشعة الكونية اؤاشعة 5 عر ين عطي ار 
نظام عداد . في حالة العدادا! عاطية لصوم (اونوع 11 ) الجزيئة التي تصل 
الى العداد ستغلق العداد لمدة عشوائية ١ [١‏ تعد الجزيئة الواصلة الى العداد ( تسجل ). 
اذا انتهى وقت غلق الجزيئات الواصلة الى العداد سابقاً والعكس صحيح . 

افرض ان 200 تمثل عداد الجزيتات التي ستغلق العداد في الزمن ع .أن 
الاحتمال [0 -7)00 همهم بصورة خاصة انه يمثل احتمال عدم 
غلق العداد في الزمن ) 
م" 


5.4 تصل النداءات التلفونية الى مركز للاتصالات اللاسلكية ذي عد د الخطوط 
التلفونية غير المحدودة بمعدل 30 بالدقيقة . ان زمن كل مكالمة موزع . 
بصورة آسية وبمتوسط 3 دقيقة . افرض ان (20 عدد المكالمات المستمرة 
في الزمن , . 

5 تصل الطلبات الخاصة بمادة معينة الى المصنع بمعدل 1 بالاسبوع افترض 
ان وصول الطلبات عبارة عن حوادث من نوع بواسون . يتم انتاج المادة عند 
الطلب فقط . لاتوجد محد دات للانتاج وان المصنع يبدا بانتاج المادة مباشرة 
عند استلام الطلبية - الوقت الذي يستغرقه انتاج المادة متغير عشوائي موزع 
بصورة منتظمة بين وو . 0و يوم . افرض ان (20 تمثل عد د الطلبيات 
في حالة الانتاج في الزمن , . 


6 استمرارية للتمرين 5.5 . افرض ان 00 تمثل عد د الايام المتبقية لاكمال 
انتاج الوحدات المطلوبة من المادة . 
7 تأمل العملية التصادفية ذات الشكل الاتي : 


5700 2700 
سا «<م 705 


حيث (.1 عبارة عن ازمنة وقرع الحوادث حسب عملية بواسون 
0 <:,0)0) بكنافة تساوي ر , /1) عبارة عن متغيرات . 
أعشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي 7 الموزع آسياً وان 8 , 0 
كميتان موجبتان تابتتان . 
8 تأمل عملية بواسون (0 <8)0,4) المعرفة في التمرين 5.7 
اثبت ان العملية ستكون تقريباً ظبيعية اذاكان 280 ذو قيمة كبيرة . 


دلق 


الفصل الخامس 


عمليات العد التجديدي : 


تعرف عملية القيم العددية الصحيحة . او عملية العدد 
التي هي عبارة عن سلسلة من النقاط في الفترة الزمنية من صفرالى م بانها عملية عسد 
تجديدي اذاكانت ازمنة الوصول>ح ,7 ,,27 بين النقاط المتتابعة عبارة عن متغيرات 
عشوائية موجبة موزعة توزيعا مستقلا متماثلا. نناقش في هذا الفصل بعضا من الخصائص 
الاساسية لعمليات العد التجديدي . ١‏ 


لاتعتبر عبارة العد التجد يدي بالمصطلح القياسي . هناك العديد من الكتكقاب 
يستخد مون عبارة عد تجديدي لتعني تتابعا من المتغيرات العشوائية ا 
الموجبة المستقلة الممثلة لازمنة الفجوات بين وصولين متعاقبين . نعرف النظرية التجد يددية 
بانها دراسة للعمليات التجديدية . تمثل عملية العد (0 < / :77)0) عد د التجد يدا ات 
الحاصلة في فترة زمنية معينة ولذ لك سنطلق عليها مصطلح العمليات العددببة 
التجد بداية . 


|-5 امثلة عمليات العد التجديدي . 


-- 


نصف في هذا البند عد دأ كبيراً من الظواهر المختلفة الخاضعة لعمليات العدد 
التجديدي . الشكل 5.1 يوضح دالة عملية العد التجديدي لعينة ما . 


مثال 14 
العطب والاستبدال : 


نفترض استخد ام معدا ات بصورة مستمرة الى ان تصاب بالعطب ثم تستبدل بوحدة 
من نفس النوع ( مثال على ذلك . المصباح الالكتروني . الوعاء المفرغ من الهواء . ماكنة 
معينة وما شابه ذلك ) . طول المدة الزمنية التى تبقى فيها المعدة صالحة للاستعمال عبارة 
عن متغير عشوائي 17 يبخضع لقانون احتمال محدد ومعروف 1 نفترضة ان ازمنة بقاء 
المعدات المتتابعة بصورة صالحة للعمل هي ...,.7 ,20 عبارة عن متغيرات 


يدق 


لييضش 


الشكل 5.1 يمثل دالة عملية العدد التجديدي (0 < 4 ,(37)0) المناظرة لزمن الوصول المتعاقب حيث ان دالة كنافة 
احتمال تلك العمليه هي .0 < بد 105 ,عبد ح (تد)[ 


عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشواتي م . اذاكانت )77 تمثل عدد 
المعد ات التى استبد لت فى الفترة الزمنية من صفر الى / فان 02 <#,127)0 عبارة 
عن عملية عد تجديدي . 


مثال 113 
الحركة المرورية : 


مركز بريد ي للطلبات المنزلية يستلم طلبات عد د من الاماكن اواستلام النداءات في 

مركز الاتصالالات التلفونية - تصل الطلبات المنزلية اوالنداءات التلفونية في الازنة 

.لوج برج حيث 7900000 >1 > 0 نفترض أن ازمنة الوصول المتتابعة 

ليو ل لله روج حت وم حت و21 ررم - 7 عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة 

متماثلة التوزيع . نفترض لك 040 تمثل عدد الطلبات ١‏ النداءات ) الواصلة في الفترة 
الزمنية [0,1) (0 <07)(,1) عبارة عن عملية عد تجديدي . 


مثال 
عد اد الجزيئات النووية - الدائرة العادة : 
عداد الجزيئات اللووية ا 


ان عمليات العد التجديدي تؤدي دورا مهما فى نظرية العدادات الجزئية النووية 
انالنموذج الحاصل من دائرات العد عبارة عن عمليات عد تجديدي . 


تكون سعة عدادات الاشعاعات من المصادر المشعة محد ود حيث في معفم 
العد ادات لايسجل الاشعاع الواصل مباشرة بعد تسجيل اشعاع سابق . يوجد في معظم 
عد ادات الاكتشاف ثابت معين يطلق عليه زمن التحليل ٠‏ اي انه بعد تسجيل شعاع 
معين فان العد اد لايمكنه تسجيل الاشعاعات المنتابعة حتى يمضي وقت يساوي من 
تحليل ذ لك العداد . نستطيع تقليل الخسارة الناجمة عن زمن التحليل الموجب بعرض 
مفهوم الدائرة الكهربائية التي بدورها تسجل عدة واحد لكل عددد معلوم ( مثلا )2 
من الحوادث الد اخلة . الجهاز الذي يقوم بهذه العملية يسمى بالمقياس . للدوائر 
العادة . نفرض ان 25,٠ ٠‏ ,7 تمثل الفترات الزمنية بين العدات المسجلة المتتابعة 
للمقياس ٠‏ للدائرة العادة . 


بامكاننا اثيات ا عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة كل منها يخضع . 
لق 
م/14 العمليات التصاد فية 


لقانون احتمال كاما ذي المعلمين ر و اذاكان وصول الاشعة عبارة عن حوادث 
من نوع بواسون بككثافة تساوي 3 ( راجع جع النظرية +3 في الفصل الرابع ) . 


عمليات العد التحد يدي المتأخر 


يحدث ان يكون توزيع زمن الوصول الاول يختلف عن 9 ازمنة الوصول الباقية 
1 ,و التي تكون متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي 


تعرف عملية العد _المقابلة لمتوالية من النقاط الموزعة في الفاصلة صفر الى ير 
بعملية العد التجديدي المتأخر اذا كانت ازمنة الوصول ,1 عبارة عن متغيرات 
عشوائية مستقلة بحيث تحون متمائلة التؤزيع كالمتغير العشوائي الموجب "1 
مثال 117 ا 
عدادات الجزيئات النووية ذات الزمن الخامد ٠‏ 

نفرض ان نبضات كهربائية متقطعة ( ناتجة عن وصول الجزيئات امم 
الاشعة الكونية اواشعة « في حالة مثالية ) تصل الى العداد في الازمنة ٠‏ ' :29 بد حيث 

> :2 > رج > 0 لمعظم العدادات زمن تحليل مرجب ولذلك لايمكن تسجيل 

جميع الجزيئات الواصلة اليها . يكون العداد في أي لحظة زمنية ار 
تسخيل الجزعة أولا سمح بسدلها فى لك الس 
يقال ان العداد مقفل لمدة زمنية معينة اذا كان الوضع لابسمح بتسجيل الجزيئات 
الواصلة اليه . 


بنجب أن نميز بين عملية العد التي يرمز لها بالرمز (0 480,1 مثلاً لوصول 
الجزيئات وعملية العد التي يرمز لها بالرمز (0 <ارق)لة مثلاً الجزيئات المسجلة ١‏ 


نستطيع مشاهدة العملية (0 <34)0,0) فقط ومنها نحصل على خصائص العملية 
(0 < اناالا . يفترض غالبا في 9 100:1 أن تكون عملية بواسون بكنافة 
2 ثم بعد ذلك تستخدم العملية المشاهدة (0 ,)141 لتقديرقيمة <. 


تعامل العملية (0 < ؛,(71)0) غالباً على اساس انها عملية للعد التجديدي . اذا 
كان زمن وصول الجزيئات الى العدد هو" " ٠‏ .> *5 >:0>7 فان الازمية. ٠٠‏ .> ليريم م 0 
الف 


هي عبارة عن ازمنة تسجيل الجزيئات وتكون هذه الازمنة عبارة عن تتابع جزئي لازمنة 
وصول الجزيئات . 
نفرض أن 
وي عد وح 1 لل ريج سوم بت و17 ررد ح 1" 
عبارة عن الفجوة الزمنية بين الوصول المتتابع للجزيئات . نفرض ان 
ولح توص 17 له ترج سد اوجح و17 وترم ع “وال 

عبارة عن الفجوة الزمنية بين تسجيل الجزيئات المتتابعة . 

نفرض ان (210 عبارة عن عدد الجزيئات المسجلة فى الفترة 01) لكي نثبت 
إن (0 <4/)0,4 عبارة عن عملية عد تجديدي متكونه نتيجة ازمنة الوصول 
1 نحتاج ان نثبت ان (:) المتغيرات العشوائية (7) مستقلة ‏ 420 
(11) موزع اسبا بمتوسط 1/2 . بينما ٠٠١‏ ,70 ,70 متمائلة التوزيع . حيث من المحتمل 
ان تكون (0 < ؛ ,(4040 عبارة عن عملية عد تجديدي متأخر . لكي ننبت ان هذه 
هى الحالة علينا ان نضع افتراضات معينة حول نظام العد . 1 


سعسم العددادات المستخد مة بصورة رئيسية الى نوعين هما عداد ( التوع 1( 
ولدلة رلتسهم-دمد أو ( عد ادالتوع 11 ) عاطمء ه70 


في حالة عداد التوع ] يبقى العداد مغلقاً بعد تسجيل الجزيئة لمدة زمنية عشوائية "[ 
تسمى بزمن الخمود عم نهل أاوزمن الغلق . اوزمن اشغال الجزيئة للعداد الجزيئات 
الواصلة الى العداد خلال الزمن "( لايتم تسجيلها ولاتؤثر على عمل العداد باية حالة مسن 
الاحوال عدادات النوع [! عبارة عن عدادات الومضاء وعدادات كيجر - ملر ذاتية التبريد 
المتصلة بمكبر متقدم حساس . راجع مر سنة ,(19900 )ص ,78 


اما في حالة العداد نوع 1 مأنامة 20 فان وصول الجزيئة الى العداد يسبب 
غلق العداد لمدة زمنية عشوائيةتسمى بزمن الغلق . بغض النظرعن تسجيل الجزئية اوعدم 
تسجيلها . وهكذا فان الجزيئة الواصلة الى العداد ستسجل اذا انقضى وقت الغلق لجميع 
الجزيئات السابقة التي وصلت الى العداد والعكس صحيح . عدادات النوع 11 عبارة عن 
عدادات الكتروميكانيكية التسجيل وعدادات كيجر ملر ذات البنزاللاذاتي المتصلة بمقاومة 
عالية لمكبرات متقدمة . ١‏ 
نوضح تأثيرعدادات النوع 1 وعدادات النوع 11 على سلسلة من الجزيئات في الشكل 
3 


"1١ 


بامكاننا ان نتصور ( على الاقل من الناحية الرياضية ) وجود عداد يحتوي على النوعين 
السابقين كحاللات خاصة .يتم تسجيل الجزيئة الواصلة الى العداد اذا كان غير مغلق 
بالاضافة الى غلقه مدة عشوائية 8 لاتسجل الجزيئة عندما يكون العداد مغلقا ولكنها 
باحتمال 2 ( حيث1 > م> 0استغلق العداد مدة عشوائية 17 نطلق على هذا النوع من 
العدادات بالعداد نوع 7 .من الواضح أن العداد نوع 1 عبارة عن عداد نوع صفر وان 
العداد نوع 11 عبارة عن عداد نوع واحد . 


نفترض ان ازمنة الغلق العشوائية بغض النظرعن نوعية العد اد المستخد م عبارة عن 
متغيرات عشوائية مستقلة .. . ,ولا ,,ز متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي 7 ذي 
العزم الثاني المحد ود . ان عملية العد (0 < ,212400 للجزيئات المسجلة عبارة 
عن عملية عد تجديدي . 


من الجد ير بالاشارة ان الابحاث الرياضية والفيزيائية تقسم عد ادات الجزيئات 
النووية الى قسمين هما عد اد نوع 1 وعداد نوع :11 وعلى كل حال فان تسمية نوع" 
العد اد بالنوع 1 اوالنوع 17 قد يختلف من كاتب الى اخ ر( راجع ععالة"1 
سنة 1948 5هة80 سنة [1955] 10:11 منة وو[ ) ان المصطلحات الفيزيائية للعد اد ات 
نوع 1[ ونوع 11 جد يرة بالاهتمام والبحث . لكي نسهل دراسة تلك البحوث سنطلق 
المصطلحات نوع 1 .نوع !. كما مستخدمة من قبل الاحتمالين الذين كتبوا حول 
العد ادات (راجع ‏ وبابرط سنة [1958). طنتصسة ‏ سنة زوذو1] ووئوج . 

]1958, 1900[ 


مثاك 111 

غداد الترع 11 راو واطهةزادتدم ) ذوزمن الخمود الثابت ير . 

تأمل عد اد جزيئات نووية بزمن خمود ( قفل ) ثابت يساوي -/ . نفرض ان 0 
نمثل عد د الجزيئات الواصلة الى العداد خلال الفترة الزمنية 2021)0 ثمافرض ان 


)14 تمثل عد د الجزيئات المسجلة باستخد ام العد اد خلال الفترة الزمنية 0,0 

يتم تسجيل الجزيئة عند ما لاتصل جزيئات خلال المدة الزمنية السابقة ذات الطول . 
وهكذا فان احتمال تسجيل الجزيئة سيكون “لم دو . ان الفترات الزمنية بين 
الوصول المتعاقب للجزيئات ستكون مستقلة حسب النظرية 3 في الفصل الرابع . 
لذلك فان تسجيل جزيئة لايعتمد على تسجيل الجزيتات الاخرى . يمكن القول بان . 
العملية ‏ (0 < ؛,274)0) مستخرجة من عملية بواسون 0 جح ا ره 


"1 


+ ارمة تسحيل الحريئات استحدام العداد ‏ 11 
1 ارمة الرصول الحقيقي للحريئات 
ارصة تسحيل الحريئات باستحد ام العداد بورع ] 


الشكل ,5.2 عارة عن محطط تصيحي لطيعة عدادات الحريئات الووية دات رص التحمود التاست ,1 تمتل 
المحور الرمي ص اليسارالى اليمين نوصح ارصة وصول الحريئات بالحطو ط العمودية تكون استحانة عداد اللوع 11 دي 
رس الحمود التات ,1 للحريئات التي تكوب المحوة الزصية بين وصول حريئتين متتاليتين أطول مس ,7 هقط المحططات 
المطللة العليا تمتل عدد الحريئات المسجلة باستحدام العداد بوع 11 بالاصافة الى توصيح المدة الرمئية لعلق العداد 
العدادات بوع 1 ( دات رس الحمود الثانت ,7 ) تكوب عير حساسة ( معلقة ) لمدة رمنية تساوي ,1 تعد تسحيل شعاع 
ماء. ثم يستحيب لتسجيل اية حريئة واصلة بعد رس الحمود المحططات المطللة السعلى تمثل عدد الحريئات المسحلة 
باستحدام العداد 1 بالاصافة الى توضيح المدة الرصية التي يكون فيها العداد معلقا كان عدد الحريئات الواصلة في المتال 
الافتراصي اعلا ه12 حريئة تم تسحيل 6 حريئات مها باستحدام العداد بوع 11 يم 8 حريئات باستخدام العداد بوع 7 


بالاختبار العشوائي ( كما معرفة في البند 2-1 ) ونتيجة لذ لك ستكون عملية بواسون 
لكن على كل حال فان العملية ‏ ) <2174)0(,4 بعملية بواسون لان تسجيل الجزيئة 
غير مستقل عن العملية ‏ (0 </,07)0] 

ان الازمنة المتعاقة بين تسجيل الجزيئات مع ذلك ستكون عبارة عن متعب ات 
عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع وهكذا فان ‏ (0 <1424)0,4 عبارة ص عمل ” 
عد تجديداي 

نحتاج ان نجد قانون احتمال الزمن ”2 بين تسجيل الجزيئات لكي نحد د خصائص 
تلك العملية . 


تنبت الان ان دالة خاصية 7 . متوسطة . تباين يكون كما يلي 


واتا 


1[ 1 
0.1 اي سن ح (ارب 


(1.2) 1 - ]نر 


: ط رو ادع 
21.3 لكك اس اللا 


تصل الى العداد خلال الزمن «, بين تسجيل جزيئتين عد د معين من الجزيئات التى 
لايم تسجيلها ولنرمزلذ لك العدد بالرمز رو . نلاحظ اولا عندما 1,٠٠١‏ ,7-0 فان 
)1.4( روم ع 711 ح زمر 


حيث لاو حم , 0-1و ١‏ # عبارة عن احتمال الفجوة الزمنية بين وصول 
الجزيئات اطول من ,ر . نعتبرزمن الانتظار '1 بين تسجيل الجزيئات عبارة عن حاصل 
جمع عدد عشوائي من المتغيرات العشوائية المستقلة : 


)01.5 1 < 84 7 رن ...دون - 17 
,0 - 734 1 7غ_- 


حيث ,') عبارة عن المدة الزمنية حتى وصول الجزيئة الاولى التي لايتم تسجيلها . 
* ' الفترة الزمنية بين وصول الجزيئة الاولى والثانية اللتين ل يتم تسجيلهما وهلم جر . 
اما /[ فتعرف كما يلي : عندما تكون1 < 31 فان :1 عبارة عن الفترة الزمنية بين الجزيئة 
الاخيرة التي لم يتم تسجيلها والجزيئة التي يتم تسجيلها . عند ما0 - 11 فان :1 عبارة عن 
الفترة الزمنية حتى وصول الجزيئة التي يتم تسجيلها . يكون توزيع ‏ ,."] ,....,-] 
بصورة متمائلة كالمتغير العشوائي ذي دالة التوزيع : 


(1.6) م1 >« > 0 ,بقح - وم 
ودالة كثافة احتمال 
0 بط > :> 0 , يسكش - م 
ودالة خاصة 
مآع ريه 5 
اك ا ا ا 30 7 ع دضمرم 
(1.8) 02 ند (ص)ى ل 6 (1)ن 
من جانب آخر تكون دالة توزيع 177 كما بلي 
19 رمآ < هم رت (س)س/ -1 


"325 


دالة كنافة الاحتمال كإزور 
(1.10) < د قورح رول 0 


ودالة خاصية 


(1.11) ام يكب ح ردق ارك أل حارم 


2 
تعطي دالة خاصية كما يلي 


(1.12) («دع ان] ملم ع مق | كخماور 0 (نارم 
20 _- 
(ماى جو -1 


1 من المعادلات الثلاث 1.12 ١ 1.11١‏ 1.8 على المعادلة 1.1 الكي نبرهن , 
المعادلتين 1.3:1.2 نستخرج قيمه مشتقة لوغارتم دالة الخاصية عند النقطة ‏ 0 حد» 


الله مقطا 3 
0 م21 طم نآ( حو)سع ير 


30 001 يم ما (ماش حر )سيرع 


0 
- ()امرم 108 01 


0 
- )مم 6د زرو 


للحصول على امثلة تطبيقية لعمليات العد التجديدي لعمليات التطور الرياضية الجنينية 
راجع كتاب 065 (1940) ٠.‏ 


المكملاات : 


دالة المجازفة ‏ 6/107[ 2802070 او( المخاطرة ) وتوزيعات عمر الانظمة 
الميكانيكية . مشاريع الاعمال وهلم جرى . سنعتبردالة المخاطرة عندما نحتاج معرفة شكل 
توزيع الحواد ث مثل توقف الانظمة عن العمل . 


نفرض ان ”7 عبارة عن متغير عشوائي يمثل على نظام معين 


يلف 


نفرض ان (7)2 عبارة عن دالة توزيع ١‏ (4)2 دالة كثافة احتمال 7 نعرف 
دالة اخرى (2)م ونطلق عليها اسم دالة الكثافة اودالة المخاطرة اوالمعدل الشرطى 
لدالة العطب 7 وكما يلي : 


00 لكب - رمام 


بعبارة اخرى (2)م عبارة عن الاحتمال الشرطي لعطب النظام في الفترة الزمنية 
الملحصورة بين ,ناه + اذا علمت بصلاحية ذلك النظام في الزمن 7 الذي هو اكبر 
من 2. 


ادا علمت دالة المخاطرة (2) فان دالة التوزيع المقابلة لها تكون 
[42 (م)م 1 -[م»ه ((0)” - 1) ع (7)0 1 
حيث 70 أية قيمة من قيم * لانه يمكن كتابة () كما يلي : 
(تام - - [(ه” - 1و1 ل 


4- اثبت ان وجد حد ادنى »© لقيمة 7( بصورة ادق اذاكانت (5)0-0 ) 
فان © < ند دإعة (هام “] -إم» - مم 1 


18 - اثبت ان دالة المخاطرة الثابتة 
0 <نه 63ل ح راز 
والحد الادنى 0 -ء يؤديان للحصول على التوزيع الاسي . 


0 ده ب( ع (مامر 


206 يعرف المتغيرالعشوائي 7 الذي يأخذ قيماً اكبرمن عدد ما » فقط بانه له توزيع ويبل 
”عاذ يالمعلمين « 5 (حيث » <: ,1 < 8 ) اذاكانت دالة توزيعه كما يلي : 


للف 


ع <حنه .| أ(كحتة) -إه دهم 


> ,0 - 
اواذا كانت دالة كثافة احتماله كما يلي 


و 2 


, 2-5 6 


اثبت ان توزيع ويبل يقابل دالة المخاطرة 


الا م 
© <) , 3 ُ 


فى عجاا 


:0 - امس 


10 يعرف المتغير العشواني ب بان له توزيع القيمة العظمى ٠‏ من النوع ا 
المعلمين به ٠:‏ 8( حيث لا 8٠‏ كميتان ثابتتان بحيث ٠‏ > »> ه ا (8<0 
اذاكانت دالة توزيعه كم يلي : 
© > > ص / ب »-| ص -1 --رمم 
اواذا كانت دالة كثافة احتماله كما يلي : 
© >> مدت 1 0 ) ]ع - جار 


اثبت ان توزيع القيمة العظمى ( من النوع الاسي ) تقابل دالة المخاطرة 


ر© >> مد |كم - إم و - ويس 


والحد الاد نى ه جع ,إن اللمعلمين » .8 لتوزيع القيمة العظمى هما بمثابة 
معلمين للموقع وللقياس بنفس طريقة استخدام المتوسط ” والتباين م. في حالة 


التوزيع الطبيعي . للحصول على مناقشة كاملة لتوزيعات القيمة العظمى راجع 


سنة 1958 . 


أعداصن 6 


1 - اوجد توزيع الد التين المقابلتين لد التي المخاطرة © 5 كميتان ثابتتان موجبتان) 


“سوم ())ير () سم > و)م و01 


"1 


والحد الادنى 0ح-ء ٠‏ راجع +3ددم1 سنة 1934 للتعرف على كيفي 1 
ظهور دوال المخاطرة بالصورة الاعتبارية 


. ,التمارين : 


1 يسمع قائدالفرقة الموسيقية في احدى الحفلات ضوضاء تاتي من المشاهدين ( مثل 
هذه الضوضاء قد يكون السعال ) تكون هذه الضوضاء من نوع بواسودًا وتسمح 
بمعدل مرة واحدة كل عشر ثوان . ١‏ 
اوجد الخاصية المتوسط والتباين لزمن انتظار قائد الفرقة الموسيقية الى ان يدا 
برنامجه اذا علمت ما يلى : ١‏ 
)6 يبدأ برنامجه حال سماعه الضوضاء المسبوقة بهد ؤعلى الاقل مد ة20 ثانية. 
() الى ان يكون الهدؤ مستمرا لمدة 20 ثانية . 
(دنن حتى تنقضي مدة 20 ثانية من وقت سماعه للضوضاء الاولى ( باففراض 

عد م ابتداء برنامجه حتى يسمع على الاقل لضوضاء واحدة . 


2 تأمل عدادا من النوع 1 حيث تكون ازمنة الغلق المتابعة  1,٠٠١‏ ,,ل[ 
متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي -ر بعزم ثان 
محد ود . نفترض ان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث من نوع بواسون 
بكثافة تساوي ١‏ . 
عبر عن دالة الخاصية ٠‏ المتوسط . والتباين للمتغيرات العشوائية 

2 < م حيث ْ 
أدسمه ع ارمح ,11 
عبارة عن زمن بين تسجيل جزيئتين متتاليتين » بد لالة د اله خاصية متوسط 
وتباين << . 

تلميح : يمكن كتابة الفجوة الزمنية للوصول .م على شكل مجموع 
001082 

حيث ,7 عبارة عن زمن الخمود الناجمة عن تسجيل جزيئة في الزمسن 

,مح وات ,7 عبارة عن الوقت المنقضي بين 70م د”ن_يرح عند ما 
يصبح العداد غير مغلق ٠‏ والزمن “.7 الذي يحدث فيه تسجيل جزيئة 


"1 


قادمة. بما ان وصول الجريئات هومن نوع بواسون فان ,< 1,٠‏ مستقلان 
وان .15 موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسط «/1 


(-5: معادلة التجديد 3 
نفرض ان ١‏ )700,9 , 48200 عبارة عن دوال - معرفة عنددما 
تكون 0 < 4 وتحقق العلاقة 
١ < 0 2.10‏ :5ه هال - )و ر] + هلط - 0)و 

اذاكانت ‏ .)يم دالتان معروفتان و 9)0 دالة غير معروفة ويجب 
تحديد ها كحل عاد لة التكامل 2.1 . في هذه الحالة سنقول ان 907 تحقق معادلة 
التجديد . يطلق عن معاد لة التكامل 1. بمعاد لة التجديد لان العديد من الكميات . 
المهمة في نظرية عمليات العد التجد يدي تحقق معاد لة التكامل ذات الشكل الذي يشبه 
شكل العادلة 2.1 . 1 


معاد له إتجد يد لل الة القيمة الوسطية لعمليات العد التجديدي : 


ان داله القيمة الوسطية . 


)22.2 («اىمم* رؤ ع [() 8]07 - ()ه 


0عير 


لعملية العد التعجديدي (0 <1)77)0,4 تكون مقابلة للفجوات الزمنية للوصول 
٠٠‏ ,7 المستقلة المتمائلة التوزيع حيث لكل من هذه الفجوات الزمنية د الةكثافة احتمال 
)10:0 ودالة توزيع 7٠0‏ تحققان معادلة التجديد . 


(2.3) .0 < 4 ,45 (( )م أ )”7 )7 
لكي نبرهن المعاد له 2.3 نكتب مايلي 7 


)2.4 5 (ه) رادت | ©) تفاط *] - )م 


"4 


الان : 
(2.5) 4< 5ه م4 2-0 إو ,5 )ا ش 


لان 70-0 اذا وقعت الحادنة الاولل في الزمن 5 اللاحق للرمن ,؛ بينما 


(2.6) ع 5ه 1ذ (م- )سس + 1 ع [و ع .7 | )ار 


لانه اذا اعطي وقوع الحادثة الاولى في الزمن ؛ > : فان التوزيع الشرطي 1[ )27 هو 
نفس التوزيع ! (5 -- 2704 +1 استخد منا في كتابتنا للمعاد ل.2 الاشياء البد بهية اكثر من 
استخد امنا للاساليب الرياضية الدقيقة . ان الاشتقاق الدقيق للمعادلة 2.0 يتطلب » 
تطوير مبادىء نظرية العمليات التصادفية وهذ! يقع خارج نطاق الكتاب يكون البرهان 
لمبين في هذا الكتاب مناسباً في حالة نظرية الاحتمال التطبيقي . 


باستخد ام المعادلات 2,4 . .235 . نحصل على المعادلة 2.3 . 


توزيع 'العمر الزائد : 

في دراستنا للانظمة المستبد لة يهمنا دراسة كمية اخرى في الزمن المعلوم وهي عبارة 
عن المدة الزمنية آلتي يمكن استحد ام النظام فيها لولم يتم تجديده نرمزلهذه الكمية 
بالرمز 0): ونطلق عليه اصطلاح العمرعند الزمن ؛ نعبرعن ذلك بالرموزكما يلي 


)27 لح بوسر 17 > (0)ه 


تكون )57 عبارة عن الفترة الزمنية بين : ووقرع الحادئنةالقادمة 
تتمثل اهمية دراسة العمرالزائد ليس فقط في كونه وقتا زائد أ وانما لاهميته في دراسة 
توزيع الزيادة ()/ر - (0 +27)4 لعملية العد التجد يدي ( حيث « كمية موجبسة 
ابتة ) . نستطيع التعبيرعن التوزيع الاحتمالي ( ()"3 - (ن + )27 بدلالة توزيع )27 


)7 وكما يلي : 
لاي عد دين موجبين ‏ ,ن 
(2.8) ب[ه < )بام - [0 د )87 - زو + لتقام 


لفق 


بينما لاي عدد صحيح 1 < «فان 


(2.9) .(ه)ن07 [1 عه د و - ن جم " / > [م د )37 - زو ل ألم 


لكي تبرهن المعادلة 9 نفرض أن 4 عبارة عن حادثة لكون ‏ > )37 - (0 + )1/7 
في ضوء ذلك نكتب ما يلي 
:80 م27 [ه - 00 | مط “ل > [مام 


الان 51 > 170 هام ساوي [1- 2 ( ح ن)نلام 
أوصفراً حسب لكون « > 5 او« <ه 
من اجل تحديد التوزيع الاحتمالي للعمر الزائد نستخدم الحقيقة الانية 
(2.10) نه < (0)جاط ع (نه,)) و 
التي تحقق معادلة التجديد 
(2.11) 5 (8) تعره )و ]ل +( )”س1 ت ريمر)و 


نفترض ان لفجوات الوصول الزمنية المتعاقبة دالة كثافة احتمال ( ٠‏ )/ ودالة توزييع 
500 


لكي نبرهن المعادلة 2.11 تكتب ما يلي 


:5 (6)رولة ت |ه < (اجاه “ل > [ه < )جام 


ان 
ره 4غ < و غ1 1>-[5 ع *2 | م < )جام 


ر# +ع > و>خ ع[ 0 -> 
>5 14م (هر,ه - )و [ه < (و - )رام - 


قف 


نناقش المعادلة الاخيرة فقط اذا علمنا ان وقوع الحادثة الاولى يكون عندما/ > 5فان 
التوزيع الشرطي لعمر النظام الزائد عند الزمن + سيكون عبارة عن توزيع عمر الجهاز الزائد 
عن الزمن و --؛ نحصل من هذه المعادلات على : 


5ه 1080 ذل هه (6)إزهة - )و “ل - (نمماة 


ومن المعاد له اعلاة نحصل على المعادلة 2.11 


سوف لانناقش في هذا الكتاب الطرق العامة لجل معادلة التجديد ( راجع «ه(1:1 
[11941) ) اوخواص معادلة التجديد ( راجع [1955] 7:10 ) لكننا سنوضح في 
هذا الكتاب كيفية حل معادلة التجديد لبعض الحالات المهمة . 


نظرية :2 


)6 حل معادلة التجديد في حالة التوزيع الاسى لإزمنة الوصول 
عبارة عن حل لعادلة التجديد الاتية : 


و “وزع سع) و4 ل + )م - )و 


وسيكون الحل كما يلي : 
(9.15) ع إل لاسي سمل ل + (0)0- 0)و 
البرهان : 


سرض ان (700”ه - (0) 2 ,)وات ع )0 ينضح لنا من المعادلة 2.12 
ان ()6 تحقق معادلة التكامل الاتية : 


,05 (0© '] سد )11 - )6 
اذن ()0© تحقق معادلة التفاضل الاتية : 
1*0 ع )ل زم 0 


يفف 


ولخي سيكون حلهاكما بأتي (راجع النظرية .44 في الفصل السابع ) 
(و) ساس ؛ ا -؛0(6) © > )0 


ومنها نحصل على المعادلة .2.18 . 
يكون توزيع العمرالزائذ 700 حشب التوزيع الاسي وبنفس متوسط زمن الوصول . 
نوضح ذلك بالرموزكما يلي 

اذا كانت 


صم 0 ني 
فاق مكرى تك م ,3 7< 
(2.14) فان .1-4 - [م > زم 


البر هان : 


ل 


من المعادلة 2.11 نحصل على 
 )2.15(‏ .و4" 6ج < (م )يام ؛ [ عرس كنم كت زو < (م) بم]صر 


من النظرية 28 وباستخدام المعاد لة 2.15 نحصل على 


م 0م ل "سه أل + نه < (0) اط - [به < () باط 


أنه < (0) بام حت 
م - 
13 نستطيع الان برهنة معكوس نظربة 4 في الفصل الرابع لان جميع العلاقات 
المطلوبة فى البرهان متوفرة . 
نظرية : 28 


اذا كانت ازمنة الوصول ,17 موزعة بصورة اسية وبمتوسط .«/1 فان عملية 
العد التجديدي. (0 < 07)0,1) ستكون عبارة عن عملية بواسون بكثافة تساوي 1 


يفنا 


البرهات : 

لكي نبرهن النظرية اعلاه نحتاج ان نبرهن نوزيع الزيادة (2/)5 - 27)0 يكون ١‏ 
حسب توزيع بواسون بمتوسط يساوي (5-))م لكل,0 < : < : مهماكانت قيم 

170 حيث 8و>*” . 
ان 
< ,)7 - )7 

عبارة عن عملية عد تجد يدي ( من المحتمل ان تكون تأخيرية ) ممائلة الى المتغيرات . 
العشوائية .. . ,,7 ,2 حيث :7 عبارة عن الفترة الزمنية من .5 الى زمن وقوع اول 
حادثة بعد 5ه وهكذا ان ...,,70 ,7 موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسط .«/1 
نجد من المعاد لة 2.14 ان توزيع ص يكون حسب التوزيع الاسي وبمتوسط «/1 بغض 
النظرعن قيم )27 وان .ى > / وهكذا سيكون التوزيع المشروط [ (37)5- (37)0اذا 
علمت قيم (37/)7 عندما 5 > / نفس التوزيع غيرالمشروط [ (5 -:)/2 

نحصل على البرهان المطلوب اذا ائبتنا ان )27 موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط 

“د حيث 0 <: . بما ان ازمنة الوصول )12 موزعة حسب التوزيع الاسي 
بمتوسط ,«/1 فان زمن الانتظار 77 للحادثة ” يتبع قانون احتمال كاما ذي المعلمين 
4 وكما يلي : 


0 < د 0 ب ير 0 3 ح ١‏ (ن) ول 


0< ”0 ا 00 1# 
ب المعاد لة 3.8 في الفصل الرابع العامة 
د 01 5508 


وان )27 موزعة حسب توزيع بواسون بمعدل /” 
ازمنة الوصول الموزعة حسب توزيع كاما : 


توزيع كاما عبارة عن عائلة من التوزيعات ذات معلمين ويمكن ان تستخد م لتقريب 
اي توزيع عام لازمنة الوصول . وعلى هذا الاساس تعتبر عمليات العد التجد يدي الممائلة 


لقف 


لازمنة الوصول الموزعة حسب توزيع كاما حالة خاصة لان القانون الاحتمالي مثل تلك 
العملية يمكن حسابه مباشرة . 

نفرض ان -(0 <1000,4 عبارة عن عملية عد تجديدي مقابلة لفجوات 
الوصول الزمنية الموزعة توزيعاً مستقلاً متماثلاً ولتي تخضع لقانون احتمال كاما ذي المعلمين 
2,٠٠0 8 < 0‏ ,1 >8 ان للفجوة الزمنية كثافة احتمال مبينة ادناه 


(2.16) 6< تح رمم ل - )1 
0 >2 ,0 حت 


ان لزمن الانتظار حتئ وقوع الحادثة ” دالة توزيع مبينة ادناه : 


1 اتير 7 


0 3 5 احيه 
دم سوسس تك ]ل ادمعتم بر 2 - 1-0 


وان 1 )2 دالة كنافة احتمال مبينة ادناه 


4-1 10م 


(2.18) ”000 2 ح (2) برط 


نحسب بعد ذلك دالة 3)0 المولدة للاحتمال : 


(22.19 ع () م 2 ح (ارعالا 
نفرض أن 
١١ . )2.20(‏ 1 ح (ارع) 0 


نتحقق مما يلي بسهولة 2 وذلك باستخد ام المعاد لة 3.8 في الفصل الراإبع ( 
8.210 .020 (1 سم + 1 - (ارقال 


من المعادلة 2.17 نحصل على 
نيف 


مره العمليات التصاد فية 


6-1 ء .- 
الى و0 فكة ا 580 
0 11 0 22 ح (ارع) 0 


4 

222 0 الاين . م 1 ا 

حيث نعرف .م ح 1 . نبسط صيغة الجمع في المعادلة 2.22 باستخد ام 3 
الحقيقة الآتية : 

لكل عدد حقيقي ٠.‏ وللعدد ا 

:5 0 7 1- 1 ار .ه 

2 0 5 )2.23( 

(2.24) )مه دك ,1 عدم “امه دع 


لكي نبرهن المعاد لة 3 اوجد مفكوك ‏ مس 


لتوالية تيلرئم استخد م الحقيقة 
الاتية ( استخدم صيغة جمع المتواليات الهندسية ) 


1م 
11 اذاكان م مضاعفات / 
0 اذاكان « ليس من مضاعفات , 


وي 
نكتب من المعاد لتين 2 ١‏ 2.23 مايلي : 


عه [ "وي 0 )»دم ١‏ أل عات رمن 


ا د 50 


اذن نحصل على دالة 60 الولدة للاحتمال كما يلى : 


(2.25) .زم > )نح اميه - ]1) 0 1[ 2 ج) +1 دن 4 


نوضح استخد ام المعادلة 2.25 وذلك باعتبار الحالتين1 -5 2 > 8 تقابل الحالة 
لشف 


1 + التوزيع الاسي لفجوات الوصول الزمنية حيث يكون توزيع )77 معروفاً وحسب 
توزيع بواسون . نحصا., من المعادلة 2.25 على 


رزره - مدسامه - ع (كم) لمجة) + - (رهار 
,[(1 - هع)نج]وه - 
والني هي عبارة عن الد الة المولدة لاحتمال توزيع بواسون. في حالة ,1 دم 
1- سم فان 0,7 يمكن ان يتحول الى الشكل الاتي 
ج11 يو 1 +1 
| )+ و( + ) “مج - رمال 
(2.26) | (#/ضم طسة طّ 4 (/حح ممه كخم - 


من المعادلة 2.26 اذا كانت (0 <77)0(,4) تساوي عن عملية عد تجديدي 
تقابل الفجوات الزمنية المستقلة الموزعة بصورة متمائلة وبدالة كثافة احتمال . 


(2.27) 0 < هم تر وماج - (هال 
فان 
(2.28) الى : 3 ١‏ 53 > [() 7]77 


دوع ُ 0-2 ع [(4) 77و17 


(2.29) ير بلطن “سق : سير لول “لحم . + 


يمكن بصورة مباشرة اوعن طريق تفاضل الدالة المولدة للاحتمال عندما تكون 
الفجوات الزمنية للوصول موزعة حسب توزيع كاما بكثافة مبيئة في المعادلة 2.16 ان 
ننبت ما بلي ّ 


4 


آي 1- 
رقع [١‏ - ند سامت 1 كر بطي -[210)0 


3 


فض 


تحدد دالة القيمة الوسطية لعملية العد التعجديدي قانونها الاحتمالي : 
ان لعملية العد التجديدي 0١‏ <0/)0,4) القابلة للتوزيع الاسي لفجوات 
الوصولالزمنية ذات المتوسط » .دالة قيمة وسطية 1 
(2.31) - [0) الاق - ام 
والتي عبارة عن د القخطية ل .ان السؤال الاتي هوالذي يفرض نفسه هل حقيقة 
ان دالة القيمة الوسطية لعملية العد التجد يدي التي هي عبارة عن دالة خطية ل / تعني 
ان الفجوات الزمنية للوصول موزعة حسب التوزيع الاسي ؟نبرهن ماجاء اعلاة عسن 
طريق البات ان دالة القيمة الوسطية لعملية العد التجديدي تحدد في الحقيقة قانونها 
الاحتمالي . 
لكي نبت ذلك ٠‏ نعرف اولا الدالة المولدة للعزوم 014200 للفجوة الزمنية 
( او بصورة مكافئة تحويل لابلاس - ستلجز لدالة التوزيع )1 للمتضر 
العشوائي 7 ) 1 


"1 6 كل ح (قارل 


ان تحويل لابلاس - ستلجز ()*70 لد الة القيمة الوسطية 
1 07ل 0 “7ح (م)خدم 


مثلا » اذاكانت 


فان 
اذا كانت 


لف 


فان 


يه اق أل د (يوق “قت أل - (6*م 


بما ان زمن الانتظار ,77 يمكن ان يكون على شكل مجموع من المنغيرات العشوائية 
المستقلة ,.1 + ... + يه ذات دالة مولدة للعزوم ()رٍ فان 


+90 ل - (9) جرلا 
في حالة عملية العد التجديدي المتأخر فان 
((9) لو (9) بلا ح (8) رولا 


على ضوء المعادلة 3.8 في الفصل الرابع نحصل على 


 . ©3«‏ ١0م‏ - 7,07 - هرملاه بل - )سم 
اذا اخذنا تحويل لابلاس - ستلجز لطرفي المعاد له 232 نحصل على 
(9.35) *((00 ل ل - (ا ررس ل - خم 


اذا كانت عملية العد التجديدي غير متأخرة . المجموع في المعاد لة 2.33 عبارة عن 
مجموع متوالية هند سية.؛ .وعلي .هذا الاساس فان 
)20 


(9.34) بت 0*0 
ومنها نحصل عل 
١ )2.35(‏ 000 - (0) ملا 


بما ان تحويل لابلاس - ستلجز لد الة ما يحدد تلك الدالة بصورة وحيدة فاننا 
نحصل من المعادلة 2.35 على ان دالة القيمة الوسطية لعملية العد التعجديدي تحدد 
قانون احتمال الفجوات الزمنية للوصول وبذلك تحدد قانون احتمال عملية العد 
التجديدي . 


الخفا 


يجب ان نلاحظ ان اشتقاق المعادلة 2.35 صن معاد لة التجديد 7:00 يكون 
بسهولة ( راجع النظرية 80 ) . 


٠ المكملات‎ 


24 متوسط العمر الزائد . اثبت ان الحل ()ن العادلة التجديد 


(2.36) رهام 7ك (ه )و ؛ 1 + مم ع )و 


يكون كما يلي ( حيث 7 كمية ثابتة ) 
1٠ )2.37(‏ + [8]017)0)» - جاو 


وهكذا مخصل عل المساواة الأآنية : 
1٠ )2.38(‏ + [0) 131)2107]ظ - [()ماظ + ا - أربي 1117 


تلميح :ابت أن [برو8]7 - ()و تحقق العادلة 2.36 حيث 
771 - 2 . استيخدم المعادلة 2.37 للحصول على المعادلة 2 يرجع اصل هذا 
البرهان الى .4:مم8 .11 . لمعرفة فوائد المعادلة 2.38 لنظرية به التجديد راجع مانت 
(1958) ' ص .240 . 


8 الوجود الحقبقي لجميع عزوم عملية العد التجديدي : 
نفرض أن (0 <:,()1() عبارة عن عملية عد تجد يمفب الفجوات الزنية 


الموزعة بضورة ثمائلة للمتغيرالعشوائي 7 . انببت أن لكل 0 < ؛ . 


(1) وجود عد د موجب 60 بحيث تكون الد الة المولدة للعزوم [(2) ١‏ #)معع ]س1 


موجودة لجميع قيم ,60 > 05 وأن (1) ["01) ]ع محدود لجميع الاعداد 
الصحيحة الموجبة 


تلميح : اختر 0 بحيث .0 < [0 <27]7 . نفرض أن 0 تتابع من 
المتغيرات العشوائية ثبة الموزعة بصورة متمائلة مستقلة والمعرفة كما يلي : 
كرف 


75 يساوي © أو بساوي صفراً حسب كون © <.37 أو © >.7 . نفرض أن 
(0 <182)0,4) عبارة عن عمليةعدد تجديدي نسبة الى 7001) . 


نت أن 0" > )8 قيم وان.ل م 1٠"0(-‏ توزيع ذو الحديه 
ابت أن 800 > (0 لجميع قيم اوان.ل 10-7 توزيع ذوالحدين 
السالب . حيث 7 عدد صحيح مناسب ويعتمد على ! . 


20 ان معرفة دالة القيمة الوسطية 7:00 لعملية العد التجديدي (0 <0)0,4) 
تعنى المعرفة الكاملة لقانونها الاحتمالي . من المعقول ان نعبر عن دالة العزم الثاني 
[8]2/2)0 > )وم بدلالة دالة القيمة الوسطية . 


اثبت ان ' 
050-06 0 2 + واس - )مم 


التمارين 


201 يسجل عداد الجزيئات النووية الجزئية الثانية فقط ( ابتداء من الجزيئة الثانية 
التي ستصل العد اد في اول الامر) . نفرض ان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث 
من نوع بواسون بكثافة ٠‏ . نفرض ان (70 عبارة عن عدد الجزيئات المسجلة 
خلال الزمن ؛ . اوجد احتمال ان 200 عدد وترى . 

2 البت ان في حالة عملية العد التجد يدي المتأخر سنحصل عل المعاد لة الاتية : 


1- رن‎ ١ 
2.354 بدلا من اللمعاد لة‎ 
: ايجاد دالة القيمة الوسطية من خلال عكس وم«»م: تحويل لابلاس ستلجر‎ 3 
تأمل عملية الحد التجديدي المتأخر (0 <ارل)لق المعرفة فى المثال 158 . اثبت‎ 
١ ان‎ 
(0)رل‎ - ١ 5 يق‎ 20 


ا 


)6 لجسا سج بر مد‎ ١ 


2 بج - [01)0آئاك دم 1 د (0)*ام 


اثبتمن خلال حساب تحويل لابلاس - ستلجزما يلى : 


ةع ) :م1 محم - 1 ع [()8]11 - )م 
رآ < غ ه10 (1 ع )امسو بر د ادع ع 1 د 


لفوفا 


3 نظريات الغاية لعمليات العد التجديدي : 


ان لعمليات العد التجديدي 0 <1/)0,4 هزايا جيدة ونستطيع ان 
نذكر خواصها المقاربة ( عندما تكون 7 كبيرة ) بسهولة . 


نظرية :9584 

نفرض أن (0 < 1 ,10700 عبارة عن غهلية عد تجديدي ( من المختمل ان يكون 
متأخراً ) نسبة الى الفجوات الزمنية للوصول (--.,1,2-,,17 بحيث يكون 
٠‏ ,40 ممائل التوزيع كالمتغير العشوائي 7 . 
التعبير المقارب للمتوسط [279]37)0 - (72)0 :اذاكان مه > [2]3 دير فان 


)6.1 ص ع وروز[ 


في الحقيقة يتحقق قانون الاعداد الكبيرة 


(8.2 ْ ل لكل سنا م 


ممع 


التعبير المقارب للتباين [37)0]ه77 : اذا كان [2]1 ح مم[12]ج11 ح ٠:‏ محدودان فان 


تمه 0 


11 ممع 


0.3) 


لك 


التقارب الطبيعي لعملية افد يداز ليت ,مه > [8]12 فان لاي, + حقيقي 


ا 1 2 ا اخ 
)8.4 اق 1 2 0 2 كا 3 1 


نعني بالمعادلة 3.4 بعبارة اخرى ان 2700 موزعة بصورة مقاربة حسب التوزيع 
الطبيعي بمتوسط وتباين مقاربان مبينان بالمعاد لتين 3.1 » 83.3 . 


يحتاج برهان هاتين . النظريتين اساليب رياضية خارج نطاق هذا الكتاب ولذلك 


ضف 


حذف هذان البرهانين ( راجع بحث [1958] «انم:8 للحصول على تطور هذه 
النظريات ) .يمكنك الحصول على نقاط رئيسية لبرهان المعادلتين 3.2 3.42 وذلك 
في البند 6-9 . 


نوضح معنى المعاد لتين 3.1 » 3.3 باعتبار عمليات العد التعجديدي (0 < 2 ,)77 
المقابلة للفجوات الزمنية للوصول والمووزعة حسب توزيع كاما بالمعلمتين ‏ <« ,2 ٠-‏ 
.نبين فى المعادلتين 2.28 2.29 الصيغتين الدقيقتين لمتوسط وتباين ()27 كما 
يلي : 


1 

2 1 
0١‏ 001نعلا ىا 
2 


مجع 


نحصل على الصيغتين بصورة مباشرة من المعادلتين 3.1 3.3 لان لدالة 
كنافة الاحتمال ) معاد لة .2.27 متوسط </2 حمر وتباين.:</2 دهم 


مثال : 34 
تصحيحات للعد غير المسجل : 


تأمل غد اد الجزيئات النووية ذا زمن الخمود تبت ا حيث يكون وصول الجزيئات 
عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة .” عندما يكون زمن المشاهدة ؛ طوولاً فاننا 
نعتبر العدد الحقيقي للجزيئات المسجلة )11 مقارباً الى سمل وذلك في اللمعادلة 3.2. 
حيث 4 متوسط الفجوة الزمنية بين وصول 0 .نبت في حالة عداد النوع 
(راجع التمرين :1.2 ) أن 


1 
كشطط ح 1 بر دمر 


بينما اثبتنا في حالةالعد اد من النوع في المثال 113 أن 


0 بام+ 1 595 د طني 1 


.لهم 15 9 ار اذا كانت ءاه صغيرة 


ونيف 


نتبع الخطوات الآنبة لتقد بر من ()11 . نفرض أن 


1 1 
غنارة عن الكثافة المشاهدة لتسجيل الحوادث بامتخد ام المعادلة 8.2 يكتب بصورة 
تقريبية . 2 
٠.‏ ختدر 
يلا 
تكون 2 في حالة العداد من النوع 1 كما يلى :- 
0 2 فحبت: 
رآسط 1 7 ” 
(8.5 و 
نسة خرج 31 في حالة عداد النوع 11 من المعاد ل 
3147 
٠. 0‏ 6 سح ر 


اذا افترضنا ان 1« صغيرة . فتحصل من المعادلة 3.5 على « في حالتي العدادين . 
للحصول على الكثافة الحقيقية « لوصول الجزيئات ستعتبرالمعادلة 5 0 انها التصحيح 
المطلوب لكنافة المشاهدة 2 للجزيئات المسجلة . 
راجع كتاب طانمر8 سنة (1037) دوكان!' سنة (1:158) للحصول على طبيعة 
عد د الجزيئات المسجلة في العداد عندما يكون توزيع زمنالخمود اعتبارا ويكون توزيع زمن 
الوصول من نوع بواسون . مناقشة التطبيقات الشاملة لنظرية التجديد في العدادات 
تجد ها في كتاب 
تؤدي نظرية الغاية التالية دورا مهما في تطبيقات نظرية التجديد سنذكرها بدون 
برهات 
نظرية 3[1 
اذا كان زمن الفجوة 7 غير <دو0صه- 1106ئها وان له متوسطا لم 
محدوداً فان لاي 0 </ . 


ال-2 _لسسسسسسشسشششس 
٠‏ ( ان كلمة ) 1196)::! عبارة عن متغير عشوائي متقطع له الخرصية الاتية جميع قيم نر التي يأخذ ها ا باحتمال 
موجب تكون بالشكز/:/ ح نتحيث | عدد حقيقي . :م عدد صحيح . مثال . النغيرات العشوائية ذات القبم العددية 
: بع 1 

الصحيحة هي منغيرات 1 


لليف 


(6.6 3 ح )م - را )ا غا 


بصورة اعم ١‏ لاي دالة تحقق الشروط 
() لجميع 0 <: , 0< )0 


49 رمه > 01 ()0 12 
(1) 000 غير تنازلية ( اي ان )© اذا كان 
فات 
0 .5 (5) 0 ل + - ()مة ( - )0 ل 1 


تسمى المعادلة 3.6 بنظربة 81011 لان اولك من برهنهاهو 

الهنامواظ (1948) اما المعادلة 3.7 فتسمى بنظرية التجديد الرئيسية 
0١‏ س6" 16 (ر اجع [1958] منصعة ص 2417 حيث يمكن 
استنتاج عدد كبير من النتائج من المعادلة 3.7 ). 

راجع مناقشة 105اه1 لبحث ]م8 لكي تستطيع برهنة المعادلة باستخدام 
المعاد له 3.6 . 


نظرية 30 

نفرض ان 7200 عبارة عن دالة انعيمة الوسطية لعملية العد التجديدي المقابلة 
للفجوات الزمئية للوصول الموزعة بصورة مستقلة ومتمائلة وبد الة توزيع 000 لجكرمن 
نوع م600 ومتوسط محدود سم .نفرض أن 907 عبارة عن دالة تحقق 


معاد لة التجد يد 
(3.8) (5) 017 نك - )و 
ان )9 ستعطى بالمعاد لة 
(089 امه ( - )0 “أ + )© - ()و 
اذا حققت (00 الافتراضات () . (1) . (11) من النظرية 38 فان 
0 .5 (06 0 + - وغل 


[ يوار 


البرهان : 
بأخد تحوبل لابلاس ستلجز لطرفي المعادلة 3.8 نحصل على 
(0()0) *و د (4) *© ع (0) *و 


حيت 

,)00 7“ ع (0*)6 ,()وة 7 ”ل ح (0)*و 

70 أ - (ق)لا 

اذن 
5 .لظ رو (0*0 ما رو» 
بما ان تحويل لابلاس ستلجزر (6)* [ (7:)0. يحقق 
(#ال د زو “ير 
)1-26 


عند ما نعكس مص المعادلة 3.11 نحصل على المعاد لة 3.9 . تتحقة. صحة 
المعاد لة 0 باستخد ام المعادلة 3.9 ونظرية التجديد الرئيسية . 


مثال : 38 


التوزيع المقارب للعمر الزائد 5 
البتنا في المعاد لة 2.11 ان 

[نه < (0) جاط هع (دق و 
تحقق معاد لة التجديد 


)8(١‏ 017 (نره د (نه + )7 - 1 ح (نه,ة)و 


وهكذ! من المعادلة ,3.10 نحصل على 
46 ((ه +7 -1) ده < اجام _غر 
0 (()) 7 - 1) :]- 
وان 


40 0007 1 4 بأ - له > ()جاه غا 


لطيف 


وهكذا يخضع العمر الزائد ٠,‏ بصوره تعريبية عندما تكون )7 كبيرة لقانون 
الاحتمال المحدد ل الاحتمال . 


0<ه ,7- 1 


مثال 30 ب 


الاحتمال المقارب لعطب وتصليح النظام : 


تأمل نظاماً في احدى حالتين وهما حالة عمل”م0"اوحالة عطب ”.08 يكون 
النظام في في الزمن صفره في حالة تحمل ويستمر في هذه الحالة مدة عشوائية «ه7 وبد الة 
ترزيع ()..7 .ويبقى النظام في حالة عطب مدة عشوائية قبل تصليحه ونطلق على 
هذه المدة العشوائية 7.8 وبدالة توزيع 70600 .ثم تستمر العملية ( للحصول على 
وصف للنظام بصيغة اخرى راجع المثال 48 في الفصل الاول ) نفترض في الازمنة 
المتتابعة لعطب النظام وتصليحه ان تكون مستقلة . نرغب الان في ايجاد الاحتمال 907 

لعمل النظام في الرمن + . 

نستطيع الان ايجاد معادلة تجديد تحققها ()0 .نفرض ان .70 75.1 + - ”1 
عبارة عن المدة الزمنية من صفر الى ان دكون النظام في حالة عمل بعد ان اجري تص ميحه 
وافرض ان (70 عبارة عن دالة توزيع ذلك الزمن . ان 


(47)5 [ه 7 | النظام في حالة عمل في الزمن :]1 5-17 520 


الاد 
> 5ه 1غ (5ى- )صو - ][و ع-”2 | 
< د كا زه ع 7 |17 > ]رد 
2 > 1 4سه 13 > ن]ظ د )07 [م ع "1 |1010 > رزم " 01 
0 
1 لك و1 < 11 - 


اذن ٠‏ تحقق 00 معاد لة التجد يد 


07 م )نو ]لد ا - 1 ع (1)و 


افترض عدم عشوائية 
وان ل:7 متوسطاً محد وداً يساوي ل 0 نحصل على 


وخرفا 


ال لم87 0 
[وه'1 ع م1:17 - اك (#)# - 1] / م - 900 0 


الاحتمال المقارب لعمل النظام يساوي نسبة متوسط عمل النظام الى متوسط الفجوة 
الزمنية بين دورتي عمل . 


التمارين : 


1 نفرض أن (70 تمثل عدد الجزيئات المسجلة في الفترة / بمقياس : للدائرة 
العامة 
( راجع المثال10 ) وان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث مننوع بواسون”' 
بكثافة م . 
اوجد بصورة تقريبية متوسط وتباين ()7 

2 تأمل العداد نوع '1" ذا ازمنة الغلق المنتابعة 0..,-1 ,1 وهي عبارة عن 
متغيرات عشوائية مستقلة متماثلة التوزيع كالمتغير العشوائي ٠‏ بعزوم ثانية محد ودة 
نفترض ان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة ( . نفرض 
ان (340 تمثل عدد الجزيئات المسجلة في الزمن 4 .اثبت ان 


الات +1  ,‏ [0400ماى --01ثةاةئى ٠‏ 
11 0 غا [ناشهح+ 1 ١‏ 


3 نفرض ان ()7 د الة توزيع المتغير العشوائي غي رالسالب ذي المتوسط المحد ود م 
والعزم الثاني 2م .اثبت ان 
0 ح< مه مم1 ((0)” -1) - - ره)و 


1 
0 
0 >2 مم1 0 


عباره عن دالة كثافة احتمال بمتوسط يساوي 


4 3 
2 ح جم (2)أود 0 


في ضوء هذه النتيجة اذا كانت عملية العد التجديدي مقارنة بالفجوات الزمنية 
بين وصولين حيث ان هذه الفجوات عبارة عن متغيرات غير عشوائية - امم 


. 


8 


10 لها متوسطات محدودة تساوي ]2 وعزوم ثانية* ,[8]22 فان 
لعمره الزائد ‏ 700 متوسطاً يبحقق 


- 01) جات هنا 


4 الحد الثاني في مفكوك دالة القيمة الوسطية : 


تحقق دالة القيمة الوسطية لعملية العد التجديدي مقارنة بالفجوات التي هي 
عبارة عن متغيرات غير 266660! لها متوسط وعزم ثاني محدودانهما م » دسم 
على الترتيب ‏ 
30000 


برهن الصيغة اعلاه وذ لك بتطبيق نظرية التجديد - على الصيغة الاتية : 
((7)9 -1) 1 -ك (()7 1م . 00-1 


تلميح : البت ثم استخدم ١‏ لحقيقة الاتية : 
1-00 + 3 - 9« - هم 00-9 بأل 


5 احتمال عدم غلق العداد نوع 11 
تأمل عداد النوع 11 حيث تكون ازمنة الغلق المتتابعة للعداد عبارة عن 
متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي بعزم ان محد ود , 
نفترض ان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة 2 . 
نفرض ان (0 100,12 عبارة عن عملية تصادفية معرفة كما يلى : 
20-1 اذاكان العداد غيرمغلق في الزمن ؛ ١‏ 
0- اذا كان العد اد مغلقاً في الزمن 0 
نفرض ان . )14 تمثل عدد الجزيئات المسجلة في الفترة من صفر الى 035 
نفرض ان ,[5]004)0 > 0 ونفرض ان .1 - 82)0]م > م)م 


ائلبنت ان 
زه هام ل <> 00« ,امدد وم 4ك 00 
نه 01 -ن] أ امه دنم 01 


( تلميح : استخدام نظرية عمليات بواسون المرشحة ) 
(:ز) للفجوات الزمنية بين تسجيا, الجزيئات متوسط يساوي 
اح م 
(10) يمثل المتغير العشواتي ( مغلق 7 ) المدة الزمنية لغلق العداد ( في لحظة 
تسجيل الجزيئة الى ان يصرح العداد غير فاق ) وان لهذ اشير متوسط يساوي 
ب - ([ ]مامه ٍ 


() للمتغير العشوائي ( مغلق « ) متوسط يساوي 3 (اقامد) مه ير 
فى حال العد اف توح نرو:... 


ا 0008 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طدعطا_ممكدقطاه /داتمعل رعصو ع طاءمة/ إعج ‏ 
طم _ 35530 ©)/5الماع00/0.ع/الداع 31 // :كماما 
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الفصل السادس 
متسلسلاات ماركوف 8 المعلم المتقطع 


يؤدي اساس الحتمية العلمية دوراً مهماً في الفيزياء الكلاسيكية تستخرج حالة 
النظام في لحظة في الزمن ؛ اذا علمنا حالته الفيزيائية في الزمن .4 وهكذا 
نحصل على طريقة اساسية لتحليل الانظمة الفيزيائية : نستنتج الحالة الفيزيائية للنظام 
في الزمن المعلوم +4 من خلال معرفة حالته في اي زمن سابق( اولاحق ) ./ وان حالة: 
النظام هذه لاتعتمد على حركة النظام قبل ( او بعد ) زمن .,, 


نستطيع ان نجد اساساً ممائلاً اذا علمنا ان الانظمة الفيزيائية تخضع لقواين 
الاحتمال بدلا" من القوانين غير الاحتمالية ( حيث لابمكن ايجاد قِيم معكوسة 5 ( 
: نستنتج احتمال كون النظام الفيزيائي في حالة معلومة عند زمن معلوم :/ من خخيلال معرفة 
حالة النظام في اي زمن سابق وان هذه الحالة لاتعتمد على حركة النظام قبل الزمن 
/ تسمى العمليات التصادفية التي تمثل مشاهدات للانظمة الفيزيائية وتحقق الشروط 
اعلاه بعمليات ماركراف .00 


نوع معين من انواع عمليات ماركوف يسمى بمتسلسلة ماركوف «ت«تدراه 1ن 


وتعرف بانها عملية تصادفية تخضع لسلسلة من الأنتقالات بين قيم معينة ( تسمى ب 
حالة ”دهانات" العملية ) ومن خواصها ان القانون الاحتمالي لشكل العملية المستقبلى 
يعتمدعلى الحالة فقط وليس عل كيفية وصوله العملية الى تلك الحالة اذا علمنا ان العملية 
في حالة معطاة ..تكون عد د الحالات اما محدودة اولامحدودة يمكن حسابها . 


تستخد م الاساليب الرياضية في هذا الفصل اكثر من بقية فصول هذا الكتاب لان 


الفرض الاساسي هر اعطاء مفهوم تطور الصيغ الاساسية لنظرية متسلسلاات ماركورف 
المتقطعة المعلم 1 


5 التعريف الاساسي لعملية ماركوف : 


يقال ان العملية التصادفية ذات المعلم المتقطع ل ل 6600 او 
العملية التصاد فية ذات المعلم المستمر  < 0١‏ ,0:00 بانها عملية ماركوف لابة مجموعة 


م العمليات التصاد فية 


من النقاط الرمنية .ا > ٠0٠٠١‏ > ,؛ > ,؛ اذا كان توزيع ,(2)0 المشروط لقيسم 
000,0٠١ , #)-(‏ المعلومة يعتمد على )5 فقط . بعبارة ادق. لاي عدد 
من الاعداد الحقيقية وى * * * ,21 
لحسمته > (سم) 2 ٠٠١,‏ بدن > (4) | مه > (,) ]اط 

(1.1) ١لسمة‏ > (#ة) | مه > (,) ]طاح 

نوضح المعادلة1.1 كما يلي : اذا اعطيت حالة العملية في الوقت الحاضر فان 
حالتها في المستقبل ١‏ لاتعتمد ' على حركة العملية في السابق . 

تصنف عمليات ماركوف حسب () طبيعة العملية ( فيما اذا كانت متقطعة 
المعلم اومستمرة المعلم (11) طبيعية قضاء حالة العملية.ق00©5<م +م0مم: ءاماو 

يقال ان العد د الحقيقي ‏ عبارة عن قيمة ممكنة » اوحالة 50266 للعملية التصادفية 

100,177 ان وجد زمن , ينتمي الى 7 بحيث يكون الاحتمالة 2])0 >./ - باط 
[8-+ : > موجباً لكل < «يطلق علىمجموعة القيم الممكنة للعملية بفضاء تلك الحالة . 
يسمى فضاء الحالة بالفضاء المتقطع اذاكان يحتوي على عدد محدود اولا محد ود يمكن 
حسابه من الحالات . اما فضاء الحالة غير المتقطع فيسمى بالمستمر. تسمى عملية ماركوف 
ذات فضاء حالة متقطع بمسلسلة ماركواف «21071:0 تستعمل غالباً مجموعة 

الاعداد الصحيحة (...,20,1) لتعني فضاء حالة متسلسلة ماركوف 


جدول .0.1 تصنف عمليات ماركوف الى اربعة انواع اساسية 


فضاء الحالة 
مستمر متقطلصع 
ماركوف متقطعة المعلم متسلسلة ماركوف متقطعة ا معلم | متقطع ْ 


بية ماركوف مستمرة المعلم امتسلسلة ماركوف مستمرة المعلم 0 
المعلم 
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توصف عملية ماركوف بد الة الاحتمال الانتقالي ‏ ز111طم ]0م ««مةانهاره ا 
«مناع صر ويرمز لها غالباً بالرمز ‏ (رللزمارة) 2 أو (مارنه|/,)ط 

التي تمثل الاحتمال المشروط لكون حالة النظام في الزمن + تنتمي الى اذا اعطيت 

ان النظام في حالة 2 في الزمن ‏ / >)7 .يقال ان لعملية ماركواف احدمالات 

انتقالية ثابتة ومهةانطوناه7 «تمةاتعدجهما رإجم«مقاماد اوا انها 

متجانسة الزمن وبته -موعوه:0 اذا اعتمدات . (/,7لزمارد)ط عل ,م 

فقط خلال الفرق (م -) . 

توجدبحوث كثيرة حول عمليات ماركوف وخصوصاً الاسس الرياضية لهذنه - 
النظرية من جانب .: وتطبيقات هذه النظرية من جانب اخر .نوضح في هذا الكتاب 
كيفية ظهورعمليات ماركوف كنماذ ج للظواهر الطبيعية .ندرس في هذا المجال متسلسلات 

مازكوف وذلك لسهولة الرياضيات المتعلقة بها .ندرس بصورة رئيسية ما يلي : 

(:) سلوك التبعية او الانتقال الزمنية لمتسلسلة ماركوف . نجد دالة الاحتمال الانتقالي 
وذلك بايجاد وحل المعادلات التي تحقق ( دوالاً تفاضلية تكاملية . اوانواع 

اخرى ) . 

(1) السلوك الطويل المدى ( او الحالة المستقرة ) لمتسلسلة ماركوف بصورة خاصة 
تحديد شروط وفقاً لهذه الشروط سيوجد احتمال يقاس ب (7)8 بحيث 
تكون للغاية غا 

(7ل)« ع (اظازماره) ل مهنا 
قيمة حقيقية مستقلة عن م :م1 
(11ذ) سلوك التواجد الزمني وازمنة الدور الاول . ندرس التوزيعات الاحتمالية لكمية 
الوقت الذي استغرقته المنسلسلة في الحالات المختلفة ( ومجموعات الحالات ) 
وطول الزمن اللازم لعبور النظام من مجموعة حالات الى مجموعة حالات اخرى 


مئال 14 


متسلسلة ماركوف المنقطعة المعلم : 


تأمل نظاما فيزيائيا يشاهد في مجموعة متقطعة من الازمنة . ارمز للمشاهد ات المتتابعة 
بالرموز .228 ارا ,د يفترض ان يكون ,21 متغيراً عشوائياً . تمثل 
1 ود 


قيمة -3 حالة النظام الفيزيائي في الزمن . يطلق على التتابع (7) بالمتسلسلة 
اذا امكننا افتراض”“وجود عدة محدود اولا محد ود يمكن حسابه من حالاات 
النظام فقط .ان التتابع (.) عبارة عن متسلسلة ماركوف اذ ا كا نكل متغيرعشوائي ,]2 
متقطعاً وبحقق الشرط الاتي :الكل عد دصحيح 2 <: ولكل نقطة من النقاط 7 عند ما 
٠٠١ > ”-‏ > 20 > ب#فان التوزيع المشروط للمتغير د اذا علهناقهم _ ا ,. 1 
يعتمد على ...3 فقط بعبارة خاصة فان لكل عدد حقيقي .2 ٠.١0,‏ ,::2 ,20 نتحقق 
صحة ما يلي : 


لمت > بوك | منه حم ه]11 > [بمدة 7 وكام ٠.‏ روئة > ولا | منه ح ]دز 


ل1.2) ا 
عندها تكون الجهة اليسرى من المعادلة 12 معرفة . 
مثال : 18 م 


متسلسلة ماركوف المتداخلة 315:09 0060ءمضذ سم 


مثال لمتسلسلة ماركوف تأمل عدد الاشخاص في نظام انتظار. افرض وجود دائرة 
يعد فيها موظف واحد وان وصول الزبائن عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة .<(” 
افرض ان - ازمنة خدمة الزبائن المتتابعين عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة 
التوزيع . افرض ان,2 عند ما.1 < #تمثل عدد الاشخاص في صف الانتظار في لحظة 
تقديم الخدمة للزبون رقم 1 ( في يوم معلوم ) وانتهاء تلك الخدمة . ان التتابع 56 
عبارة عن متسلسلة ماركوف نبرهنذ لك بائبات ان توزيع ...ا المشروط اذا علمت 
قيم 2 ,00 روط ,ولد يعتمد على قيمة .7 فقطءافرض ان .1 تمثلعدد الزبائن 


الذين يصلون دائرة البريد خلال زمن خدمة الزبون رقم . اذن نكتب ما بلي . 


(1.3) رحجونا + (,8)0 حمل حت وب رج 
حيث نعرف 

0 وج ]1 1 > (جه)ن 
01.2 0 > ؟ز 0 


بعبارة اخرى يعتمد عدد الزبائن في صف الانتظار عندما يترك الزبود(1 + م)النظامعل 
كونالزبون(1 +- 7)موجودا في صف الانتظارعندما انهي الزبون 7 خدمته . اذاكانت 


0 > (,8)ةفان ابولا حب 8 بينما اذاكانت 1 >-(20)ة فان1 - ,8 1١‏ بون ح بيط 


2 


بما ان دملا لاتعتمد على 0-04 ,ل فاننا لانحتاج الى معرفة قيم ا ا 
اذا علمنا قيمة 2 من اجل تحقيق التوزيع الاحتمالي المشروط ( ع 


للف 


تعرف متسلسلة ماركوف (-5) المعرفة بالمعادلة 1.3 ب , 000 20000 
نسبة الى مشاهدة العملية التصادفية (0 <177)0,1 في التتابع الزمني (0) المقابل 
للحظات المتابعة لمغادرة الزبائن حيث 2/07 تمثل عدد الزبائن في صف الانتظار في 
الزمن ؛ . تكتب بالرموزها بلي : 


1١10 مثال‎ 


متسلسلات ماركوف المستمرة المعلم - تأمل مجتمعاً ما » مثل مجتمع الجزيئات 
الموجودة في حجم جزئي لغاز معين . 
الجزيئات المنبعئة من مصد ر مشع ؛ الكائنات البايولوجية الحية لنوع معين في محيط 
معين ٠‏ الزبائن في صف الانتظار »..الخ .نفرض ان )1 عندما 0 < / تمثل حجم 
المجتمع في الزمن : .وهكذا فان (0 <0)0,2) عبارة عن عملية قيمة عددية 
صحيحة .لكل0 < : تكون قيم (2)0 الممكنة هي الاعداد الصحيحة( 2,٠.‏ ,1 ,0) 
اذاكانت (0 <142)(,4 عبارة عن عملية بواسون كما هو الحال مثلا عندما تكون 
(0 <2)5:1) عبارة عن عملية بتزايد مستقل فان تلك العملية عبارة عن 
عملية ماركوف .من اجل اعطاء تعريف اساسي لمفهوم عملية ماركرف وتسلسلة ماركواف 
اقتصرنا على دراسة المتغيرات العشوائية ذات القيم الحقيقية فقط .يأتي المفهوم الواسع 
لعملية ماركوف من خلال تطبيقاتها للعمليات التصادفية (0 <12)0,4 أو" .ا 
(..,1,9- حيث تكون للعناصر العشوائية )20 او .3 قيم اخرى عدا الاعداد 


مثال 112 
كتابة اللغة لمتسلسلة ماركوف اللمتعددة. نستطيع تقسيم حروف الهجاء الى فسمين 


وهما حروف العلة وحروف السكون .افرض اننا نمثل حرف العلة بالرقم صفر » وحرف 
السكون بالرقم | .ان صفحة اي كتاب ستكون على شكل تتابع من الارقام صفر ١١‏ . 
ان حروف العلة والسكون تكون متسلسلة لماركوف اذا علمنا مجموعة من الحروف فان 
احتمال كون الحرف القادم حرف علة اوسكون ( صفراو١‏ ) هونفس احتمال كون 
الحرف القادم علة اوسكون بمعرفة طبيعية الحرف الاخير من المجموعة فقط لايمكن 
تطبيق هذه الحالة في لغات كثيرة ولكن يمكن تطبيقها في اللغات البسيطة مثل اللغة 


غ32ظ> 


الساموائية .س امعروف ان حروف العلة والسكون في اللغة الساموائية تكون متسلسلة 
لماركوف حيث لايمكن حدوث حرف سكون بعد حرف سكؤن سابق وان حدوث حرف 
علة بعد حرف علة سابق يكون احتمال 0.51 ( كما ذكر ذلك ((1952] 21:11 

من كتاب مسمصسو ع )0 1 


تامل وجود مجموعات متتابعة من الحروف .اي مجموعة متكونة من , حرف 
تمثل ب * مركبة (,2 )21:٠٠١,‏ حيث أن كل : عبارة عن صفراو١‏ . 
يوجد '2 حالة ممكنة للمجموعة الواحدة .ان اي تتابع متكون من ., حرف 
سيؤدي الى وجود. 7-7-1-1 مجموعة ذات 7 حرف . وهكذا! فان العبارة 
200655 أ أأمقطءماة 
المتكونة من 19 حرف » تؤدي الى وجود 18 مجموعة ولكل مجموعة 2 حرف وكما يلي 
,(0,1) ,(1,0) ,(1,1) ,(0,1) ,(1,0) ,(1,1) ,(0,1) ,(1,0) ,(1,1) 
.(0,1) ,(1,0) ,(1,1) ,(0,1) ,(1,0) ,(0,1) ,(1,0) (1,1) ,(1,1) | 
يقال ان متوالية الحروف الاصلية تكون متسلسلة ماركوف المتعددة برتبة # اذا 
كانت المتوالية عبارة عن مجموعات ذات -7 حرف تكون متسلسلة لماركوفبالمعنى 
الاتي : احتمال كون المجموعة القادمة من نوع معين لاي مجموعات (ذات 7 مركبة ) 
هو نفس احتمال كون المجموعة من نوع معين بمعرفة طبيعية المجموعة الاحيرة فقط . 
توجدعدة اختبارات مختلفة لتحديد رتبه متسلسلة ماركواف المنعددة ( راجع كتاب 
اندرسن وكودمان [1957] وكتاب> برواوومنا[ن 2‏ ([1961].ان مثل هاأءه 
الاختبارات تكون عبارة عن وسيلة لمعرفة كفاءة اللغات في نقل المعلومات . 


مثاك 110 
مشاكل صيانة الانظمة :. 
. نحصل باستخدام متسلسلات ماركوف على وسيلة فوية لدراسة ثأثيرات القوانين 


المختلفة عل التشغيل » العطب وتصلبح اي نظام مثل الحاسبات الالكثرونية اوقطع 
لماكنة ما . نحاول ان نجد تعريفا مناسبا لمفهوم الحالة وذلك لجعل تتابع مشاهدات حالة _ 
النظام لتكوين متسلسلة لماركوف . احدى الطرق الممكنة هي اعتبار (2 ,1) فضاء حالة " 
حيت 

حالة 1 تعني الحالة الجديدة للنظام . 

حالة 2 تعني حالة تصليح النظام 5 


ادف 


ويشمل هذا اللموذج مختلف تعقيدات عطب وتصلبح الانظمة من اجل تكوين 
متسلسلة ماركوف .مثلا قد يكون عطب النظام في حالتين الحالة الاولى تحتاج الى فترة 
زمنية واحدة لتصليحها والحالة الثانية تحتاج الى عدة فترات زمنية .اواليى نظام انتاجي 
يمر بمراحل عطب مختلفة يمكن تلافيها من خلال الفحص الدوري والصيانة المحافظة » 
نتيجة لذ لك تحتاج الى تكوين افتراضات اخرى لكي نستطيع معاملة سلوك اللنظام 
متسلسلة ماركوف . 
المناقشة النظامية حول تحويل العمليات التصادفية الى عمليات ماركوف المتعددة 
بوجود المتغيرات المكملة تجدها في كتاب (1955) «مل) 


تمارين : 
اذكر فصل العمليات التصادفية الموصوفة في التمارين 1.1 الى 1.4 هي (1) عملية 
ماركوف (1) متسلسلة ماركوف .اشرح السبب . 


1 عند ما يكون. ٠‏ ,9 ,1 حير ,0 + ...دول +1 ملا حيث (0]) عبارة عن 
تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة () كل منها طبيعي التوزيع ( لكل 
متغير قيمة تساوي صفراً او1 باحتمال م ٠‏ ني على الترتيب 


2 عندما تكون. 1 ير 2712 ٠٠١4‏ + ول + :87) حمل حيث (,8)عبارة عن 
تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة . 
13 (0<: ,)42 عبارة عن ر:) عملية وبئر (:5) عملية بواسوث . 


4 (... ,9 ,1 - م ,,لا) عبارة عن حل معادلة الفرق التصاد فية ,! + 1-,1مت,ز 
حيث م كمية ثابتة معلومة) و2 ,1 عم ,,5)عبارةنتابع منالتغيرات 
العشوائية المستقلة المنمائلة التوزيع . 


الاحتمالات الانتقالية ومعادلة جابمان - كولموكروف : 

لاجل تحديد قانون احتمال متسلسلة ماركوف المتقطعة المعلم (0) نجد دالة 
كتلة احتمالها في جميع الازمنة0 < :م < م والحالتين 7 ,» وكمايل : 

)2.1 [3 ع ]اط ع (ن«ارم 


يدف 


وان دالة كتلة الاحتمال المشروط كما يلي 
(2.2) ال توك | د ]1 ع (اترام) رم 
يطلق على الدالة («,)..:م بدالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف . يتحدد 
قانرن احتمال متسلسلة ماركوف بواسطة الدالتين في المعاد لتين | 4 د.د حيث ان 
جميع الاعداد الخقيقية © ولاي نقطة من النقاط الزمنية ,« > ٠٠٠١‏ > ورد > ررم 
وللحالات و8 #1000 وكما يل : 1 
١‏ لون تو ررح رطام 
70١ (2.3)‏ بوي 26 206 (785رعا0) يجري (عاتررط7) يعر روه (1ا0) برق - 
يقال ان متسلسلة ماركوف متجانسة ( اومتجانسة الزمن اولها احتمالات النتقالية 
ثابتة ) اذا اعتمدت (0878)ج, 2 على الفرق 2-7 فقط اذن نطلق على 
تنا انا تباط د رورم لاي غدد صحيح 0 < ؛ بدالة الاحتمال 
الانتقالى ذات ال « مرحلة لمتسلسلة ماركوف المنجانسة (,0) بعبارة اخرى . تمثل 
(7):,زرم الاحتمال المشروط لمتسلسلة ماركوف المتجانسة التي تكون فى حالة ز وبعد 
” مرحلة ستصبح في حالة ‏ . تكتب الاحتمالات الانتقالية ذات المرحلة الواحدة 
(ل)ررم عادة ‏ ممرم نوضح ذلك بالرموز 
(2.5) لحن | لد ب طاط ديرم ٠‏ 00 
وبنفس الطريقة عمد د قانون احتمال متسلسلة ماركوف المستمرة المعلم (0 < ؛ ,لتر 
وذلك بايجاد دالة كتلة الاحتمال في جميع الازمنة ,0 < و < ؛ والحالتين زر ,م 
ركما يلي 
260 > 0 حاط > )يم 
وان دالة كتلة الاحتمال المشروط كما بلي : 
1١ |  )5( > 31 02.0‏ ع () قاط ع (ارهاءررم 


يطلق على الدالة 5,7).:م بدالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة 'ماركوف . يقال 
أن متسلسلة ماركوف (0 400,42 متجانسة (ها احتمالات انتقالية ثابتة) اذا اعتمدت 
#رقامرم على الفرق 5 --4 فقط . الذلك نطلق على 
(2.8) 1 (مماعة | نع (م سدع عراط ع )ررم 
لاية قيمة 0 ح به 20 
بدالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف (0 < 3)8,4) . العلاقة الاساسية التى 
لفقف 


تحققها دالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف (,) تسمى بمعادلة جابمان - 
كولوكروف : لكل زمن 0 < ” < نه < 8 ولكل حالتين .ا 
)2.9 708رة) عرو 2 (غارا1)90 ,23 رم > (اترم) مارم 
حالاات 
لاحظ أن الجمع في المعادلة 2.9 يكون لجميع حالات متساسلة ماركوف . لكي 
نبرهن المعاد لة 2.9 نستخد م خاصية ماركوظ لحمققة "“تية : 
اح م26 | 4 3ط [و ح مكل رة تيك | ناح م - [و م[ ع متام 
(2.10) عند 
بنفس الطريقة » ننبت أن دالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف 0١‏ < ؛,2)0) 
تحقق معادلة جابمان - تولموكروف : 
لكل زمنن < ه < ,ه < #ولكل حالتين 1 , :/ مخصل على 
(2.11) (1ة) عنم (لتره)ء رم رز > (اره) برج 
* حالات 


مصفوفات الاحتمال الانتقالي : 
نوضح الاحتمالات الانتقالية لمتسلسلة ماركوف 2,1 بفضاء الحالة ( 2,0٠0‏ ,1 ,10 

وذلك بعرضها على شكل مصفرفة : 
-.. (70,ة)بمروص ... (2)70,722 ,وم  20,1)70,722(‏ (ث,ة7) 20,0 


(787) ميض ... (21,2)80,72  21,1)20,720(‏ (21,0)00,7 
: : : : ح (اورا») مر 


٠‏ (ثترة#)بمرص .2.2 (رظ)فررط (00,7) 1ر2 (70,72) 0ر2 


لاحظ أن عناصر مصفرفة الاحتمال الانتقالي (20 تحقق الشروط الآنية : 
(2.13) 0ح (اترامامروج لجميع قم ,نأرل 
)2.14 1 ح (نترة) رز ري 2 قم 200 

0 لجميع قم 


اذا اعطيت مصفوفتين 4 , 8 ذات ابعاد0 كا م 7 وعلى الترتيب 


20 لساك 
ته 62280 621 


0.. 2ص 1و0 


نعرف حاصل ضرب المصفوفتين2  ,‏ كما يلي 48 -0) حيث 0 ذو بعد 7 ا 2 
التي عنصرها #ره بقع في تقاطع الصف /ر والعمود م ويكون كمايبلي : 


0 
عب غ0 ب ح ينو] يزه لك ليوط وره عل يرط بره حديرع 
5 


بنفس الطريقة » اذا اعطيت مصفوفتين غير منتهيتين يم . 8 نعرف المصفوفة 0 بانها 
حاصل ضرب 48 حيث يكون العنصر 60 بقع في تقاطع الصف 1 والعمود ‏ 
كما مبين اد ناه يل عر :0 يودع يزه 


نكتب معاد لات جابمان كولموكروف بدلإلة مصفوفة الاحتمال الانتقالية ولكل 
الازمنة0 < م < .ه < بركما بلي : 
(2.15) زعالرلة) 1 (لارة7) 2 ع رنترة7) طر 


وهكذا نرى اذا اعطينا متسلسلة ماركوف () فاننا نستطيع تعريف عائلة من 
المصفوفات ((«ر«)ص) تحقق العادلات و21 ,214 , 215. يمكن ان نبت 
العكس ايضا : اذا اعطيت عائلة من المصفوفات ((رر,)ص) ثم تحقق المعادلات 
83 , 2.14 ,2.15 فاننا نستطيع تعريف متسلسلة لماركوف 12 حيث (رس)م 
عبارة عن مصفوفة الاحتمال الانتقالي ذات العناصر (2:.:)70,7 التي تحقق المعاد لة.2.2 


تحديد الاحتمالات الانتقالية لمتسلسلة ماركوف : 


نشتق من معاد لة جابمان كولموكروف علاقات تعاقبية مختلفة ( في حالة ١‏ 
المنقطع ) ونشتق معاد لإات تفاضلية ( في حالة المعلم المستمر) لدوال الاحتمال الانتقالية . 
نناقشس في هذا البند حالة المعلم المتقطع . نناقش حالة المعلم المستمر في” الفصل السابع 5 
نفرض ان (.3) عبارة عن متسلسلة ماركوف ذات مصفوفة الاحتمال الانتقالي 
(«رورومص من المعاد لة 5 نحصل عل 

(1,70 ح )2 (1 ع لترةة) 2 ح (اورور)ط 
(1,70 7 )172 ح يورك س )2 (2 سد رورور) طرا- 


(2.16) > .م1 3 ٠٠١‏ (2 لل س1 سل )2 (1 د مرو وروص 3 


6 


نحتاج لمعرفة ((,:)©) لجميع قيم « > ” ان نتعرف على سباق مصفوفات 
الاحتمال الانتقالي ذات الخطوة - الواحدة 


جنم 0ه و1 عل قر8ة) , ٠٠»‏ ر(2)1,2. و(2)0,1 
نعرف بعد ذلك متجهات الاحتمال غير الشرطى ( عندما (9,..0 ,0,1 -28) 
52011 
)2,7 
(2.18) 3 -متاط - («ارم , |[ : | (مام 
2 
من السهولة تحقيق ان 
(2.19) «(2)0,2(2)0 ع (0)م 


على ضوء المعادلات ,2.3 ,2.16 ,2.19 نحصل على ان - قانون احتمال متسلسلة 
ماركوف (1)380 بتحدد بصورة كاملة حالما عرفنا مصفوفات الاحتمال الانتقاليبية 
المعطاة في المعادلة 2.17 ومتجه الاحتمال غير الشرطي (0)م في اللسزمن صفر. 
نفرض في حالة متسلسلة ماركوف المتجانسة (620 ان 
(2.20) ترما ع-ط ,[(هامررما ع رط 
تمثل مصفوفا الاحتمال الانتقالي ذات ال 8 - خطوة » خطوة - واحدة على 
'ترتيب نحصل من المعاد لتين 2.16 , 2.19 على : 
(9.21) - ر*ط ع (م)م 
(2.22) .”2 (0)م ع (0)م 1 
وعلى هذا الاساس يتم تحديد قانون احتمال متسلسلة ماركوف المتجانسة حالما 
عرفنا مصفوفة الاحتمال الانتقالي ذات الخطوة الواحدة 5:.3) -72 ومتجه الاحتمال 
غير الشرطي ((0),م) ح (2)0 في الزمن صفر . 
يقال ان متسلسلة ماركوف () عبارة عن متسلسلة محدودة ذات جرمسن 
الحالات اذا كان عدد قيم المتغيرات العشوائية (,75) الممكنة محدودة وتساوي عر . 
اذن ستكون الاحتمالات الانتقالية .:2 لاتساوي صفراً؛ عندما يكون عدد قيم 7 
,8 محدودا فقط . وان مصفوفة الاحتمال الانتقالى سر ستكون ذات ابعاد 36 ا غ2 
باستخد ام نظرية القيم الخاصة 6558165م1© والمتجهات الخاصة 660025ازهمء 
للمصفوفات المحدودة نستطيع تحليليا للحصول على الاحتمالات الانتقالية ذات ال 


"6١ 


خخطوة لمتسلسلة ماركوف المحد ودة . ( راجع كتاب 6 سنة [1957] الفصل 
,1 لتوضيح هذه النظرية ) . 
يصعب علينا في حالة متسلسلات ماركوف ذات العدد المحدود من الحالات ان 
نحصل تحليليا على صيغة للاحتمالات الانتقالية ذات ال .7 خطوة وعلى هذا الاساس 
سنعتبر في بقية هذا الفصل مشكلة تحديد الطبيعة المقاربة بالتمائل ( 1 سحرت ال 
دن ) للاحتمالات الانتقالية ذات ال 7 خخطوة لمتسلسلات ماركوف المتجانسة 
مثال 284 


متسلسلات ماركوف ذوات المرحلتين : 
ٌَْ)طظظ++ 44 االلللا 500 

متسلسلات ماركوف ذوات المرحلتين المتجأنسة بسيطة ومع ذلك مهمة يكون شكل 
مصفوفة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف المتجانسة ذات اللمرحلتين ( بالحالتين 


صفراً 1 ) كما يلي : 


كا 


:ا تعطى مصفوفة الاحتمال الانتقالية ذات المرحلتين كما بلي : 


ا(دنه + ممم)بوم 0 1 م200 22 __ 
1 11210 0500 11 (زررط حل و,وه)ن 3 2605-1-2 
عندما يكون 1 >|1- ,رم + ...م إفاننا نستطيع ان نثبت بالاستنتاج الرياضي 

ان مصفوفة الاحتمال الانتقالي ذات ال ” خطوة كما بلي : 


اه دم -1-211 لد 
مو -1 2 --20,0 -2 20 
اه 0 ما 7 - ويم ل و,وم) 
(2.23) درم -1 (يم -1) 51 جح وروج -2 3 


نحصل من المعادلة 2.23 على تعبيرين مبسطين متمائلين بالتقارب للاحتماللات 
الانتقالية ذات ال 7 خطوة : 


(2.24) متنك 5-0 - (21,00 سن -50 1 سنا 
0 ص20 ع 
0 _مشحلي - )21,12 ما - (20,1070 ددا 
و20 م ممساعو صمو 


١ 


ان نظام الاتصالات الذي يرسل الرقم صفراً اوالرقم 1 افضل مثال لمتسلسلة ماركواف 
المتجانسة ذات الحالتين - يمركل رقم مرسل خلال عدة مراحل حيث في كل مرحلة 
يكون احتمال عدم تغير الرقم الدداخل الى تلك المرحلة عند خروجه منها يساوي م 
نفرض ان ,تر يمثل الرقم الدداخل في المرحلة الاولى من النظام . وعند ما1 < 7 فرض 
ا لا تمثل الرقم الخارج من المرحلة : في نظام الاتصالاات . ان التتابع ٠ ٠‏ .تارم2 
عبارة عن متسلسلة ماركوف المتجانسة ذات مصفوفة احتمال انتقالي ( افرضم 1 -8) 


(2.25) 1 لّ 1 ص 


يمكن كتابة مصفوفة ,الاجتمال_الانتقالي ذاتال « خطوة (2)0 المقابلة كما يلي : 
|"( -م)1-12 “(و-م)1+1|_ 
(2.26) ال “و م1 “| -0مم 


مثال لتوضيح استخد ام المغادلة ,2.206 اذا علمنا ان,2/8 -2 كما يلي : 


بق ع ريم - [1 م8 | 1 ع علاط 
)22.27 4 - ”,رم ع [1 م8 | 1ع عاط 


بعبارة اخرى . اذا كان الر قم الداخل النظام 1 فان احتمال خروجه بصورة صحيحة من 
النظام بعد مرحلتين يساوي 5/9 وان أحتمال خروجه بصورة صحيحة تبعد ثلاث مراحل 
يساوي 14/27 


نرغب ايضا في حساب احتمال الرقم الخارج من النظام ان كان الرقم الدداخل الى 
النظام 1 نترك للقارىء مبرهئّة ان 


"(و ماه ده 


“وج مه جه 
(2.28) *( - م)(8 -ه) +14 


وفقا الى مصفوفة الاحتمال الانتقالي 2.25 حيث [1 -70] د 2. ©-1-م 


وروا 


مثال 28 
الاحتمالات الانتقالية لمتسلسلة ماركوف في حالة صف الانتظارالمنفرد : 


نفرض ان (,2) عبارة عن متسلسلة ماركوف المعرفة في المثال 18 . نحصل على 
الاحتمالات الانتقالية ذات الخطوة الواحدة بسهولة عندما ‏ 2-0 


(2.29) هه - [ا ح يبولا]ط ع (1 + ,)موه 
بينما عندما 0< 3 
(2.30) بريه ع [1 لق - ع ح رب 17]ط ع (1 عل ,)ررم 


حيث .و عبارة عن احتمال وصول « زبون خلال زمن خدمة زبون (راجع التمرين 
9.20 ). 


ان الاحتمالات الانتقالية ذات الخطوة الواحدة مستقلة عن م اذن تكون متسلسلة 
ماركوف (1)250 متجانسة ذات مصفوفة الاحتمال الانتقالي البينة ادناه 


٠. 2.31)‏ |أ... 01 60 0 دمر 


يبد و الحصول على صيخة ل *2 بصورة واضحة فيه نوع من الصعوبة . 

ملاحظة حول المصطلحات المستخدمة لوصف صفوف الانتظار : 

222222 ير 
يستخد م كثير من الكتاب مصطلحات مقدمة من قبل كاندل (1953) . لوصف 

انواع صفوف الانتظار . نفترض ان ازمنة الوصول بين زبون واخر 270,0٠٠‏ ,"1 

متغيرات عشوائية مستقلة موزعة بصورة متماثلة . بنفس الطريقة نفترض ان ازمنة الخدمة 


: متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع‎ ٠ 


اننا 


نكتب بعد ذلك. الرمز الاتي ,0/1/0 حيث «”7 تمثل دالة توزيع زمن 
الفجوة بين وصولين 755 تمثل دالة توزيع زمن الخدمة وان © عبارة عن عد د القنوات 
الخد مية . 
الرموز الاتية تمثل توزيعات زمن الوصول وزمن الخدمة : 
7 زمن الخدمة اوالوصول المحد ود اوالثابت 
014 التوزيع اللاسي لزمن الخد مة اوالوصول . 
2 توزيع (ارلانك عدد 2:1 ( اوكاما) لزمن الخدمة او الوصول ( توزيع ارلانك من 
الدرجة ٠‏ له دالة كثافة احتمالك 
0< راسم لحم رو) 3 10 
:50> / 0ح 
© توزيع ازمنة. الخد مة العام 
توزيع زمن الوصول العام 
ان المصطلح 3/0/1 يمثل صف انتظار ذا قناة خدمية واحدة والفجوة الزمنية 
بين وصولين متعاقبين موزعة توزيعا اسيالايوجد افتراض خاص حول زمن الخدمة يمثل 
المصطلح 01/731/1) هدف انتظار فيه قناة خدمية واحدة وان ازمنة الخدمة موزعة 
اسيا ولابوجد افتراض حول ازمنة الوصول يطلق على متسلسلة ماركوف المعرفة في المثال 
015 برمعارو]8 1260060 لنظام الانتظار 1 0.سنعتبر فى في التمرين 221 
متسلسلة ماركوف لنظام الانتظار 01/214/1 


مثال 20 
عمليات التفرع المتقطعة . 

تأمل وجود مجتمع يتكونمن افراد بامكانهم انتاج افراد جد دمن نفس النوع ويطلق على 
الافراد الاصليين بالجيل رقم صفريرمز لعد د الافراد الاصليون بالرمز م3 وهويمثل حجم 
الجيل رقم صفر جميع الافراد الجدد الناتجين من الجيل رقم صفر يكونون مايسمى 
بالجيل الاول ونرمز لعدد افراد ذلك الجيل بالرمز: (نفرض بصورة عامة ان .1 تمثل 
حجم الجيل النوني ( جميع الافراد الناتجة من الجيل (1 - «) ) 
نفترض ان عدد الافراد الناتجين من الافراد المختلفين عبارة عن متغيرات عشوائية 


وه 


مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي بر بدالةكتلة احتمال (:2) عند ماء 1,٠٠‏ ,0 در 
(2.32) مد [وزع ت]مد 


يفترض في أي احتمال من الاحتمالات 2021٠٠٠‏ ( لا يساوي واحد ) وان 
و1 > رمخ 20 0 < 0ت وإن ١‏ 


(2.33) 2 2 ح مو 


حيث :2 عبارة عن عد د الافرادالجد د للفرد في الجيل النوني . نتيجة لذ لك فان 
التوزيع الشرطي ا ربة اذا علمت ,1 هو نفس توزيع مجموع ,2 من المتغيرات. 
العشوائية المستقلة كل منها بتمائل التوزيع كالمتغير 2 .بد لالة الدوال المولدة للاحتمال 
نكتب الصيغة السابقة كما يلي : 
عندما 0 < ري 
(2.34) بم )دم 2 2 
1-0 0دم 
اذن دالة الاحتمال الانتقالي ذات الخطوة الواحدة +27 تساوي معامل .ير في 
مفكوك جهة المعادلة 2.34 اليمنى لقوى 2 . 
يهمنا الان بصورة خاصة ايجاد حجم الجيل النوني ,د اذا علمنا ان 20-1 
( حجم الجيل رقم صفريساوي 1 ) .نكتب احتمال توزيع .]2 غيرالمشروط كمايلي :. 
(2.35) وم ع [1 > ]2 ع (1)رم 
عندما ,1 - 2 بينماعند ما 1 < م فان 
(2.36) ش )رم > [ق ع مقاط ع رارم 
نفرض ات 07 
(2.37) 2 (#)رم 2 - )رط 
عبارة عن الدالة المولدة لاحتمال حجم الجيل النوني .نحصل على علاقة تعاقبية 


نانع ريهوم (2)2 2 كما يلي 


(2.38) ,(() )مط - (زم)رط)م د (مارييع 
حيث نعرف : 
ز2.39) 2 2 2 ح (ه) رم - (2أط 


5ك" 


لكي نبرهن المعادلة 2.38 نحصل من المعادلة 2.38 على : 
[3 > متاه لق - م | لمكوا دك [دمعتاو - (م) بيرط 
.((2) )مط ك [ق ع مناه 1((م ص 2 - 


باستخد ام الحقيقة الاتية ((5.)56)2 ح (م),,,ط نبرهن بالاستنتاج الرياضي 
ان ((#)رط)ظة ع (م)برط 
من العادلة 2.38 نستطيع صياغة صيغة الاحتمال الانتقالي ذي ال .« خطوة : 
٠ )2.40(‏ معامل غر في الصيغة '[(2),] > (00)رم 


احتمال انقراض ١‏ لمجتمع الموصوواف بعملية التفرع : 

ان المشكلة المهمة التي ظهرت بخصوص انقراضع الالقاب العائلية هي مشكلة ايجاده . 
غاية احتمال الانقراض ٠‏ إي اوجد 

(22.41) ر(8):م صا ع مع 


غاية الاحتمال 2007 لعدم وجود افراد من الجيل النوني . وجود الغاية يكون 
واضحا لان (0)2م تتابع غير تنازلي محدود 
٠ )9.42(‏ .1 > (1 + )وم > (#)مم > 0 
هذه المشكلة لم تحل بصورة كاملة حتى 1930 ( راجع [1889] «مثلة© ) 
بالرغممن ظهورها في نهاية القرن الماضي ( راجع 500د5]©6 ((1930] 2 ). 


نظرية : 284 
النظربة الاساسية لعمليات التفرع : ' 


ان الاحتمال 70 للانقراض الحتمى ١‏ اذا علمت ان حجم المجتمع رقم صفر 
يساوي 1 ) عبارة عن اصغرعدد موجب « يحقق العلاقة الاتية : 
(2.45) ر(2)8 دم 
حيث )2 عبارة عن الد الةالمولدة لاحتمال عد د الافراد الناتجين من كل فرهد . 


مفكا 
إن العمليات التصاد فية 


أضافة الى ذلك فان احتمال الانقراض الحتمي يساوي 1 اذا كان متوسط عاد 
الافراد ” الناتجين من كل فرد ليس اكبرمن 1 والعكس صحيح . 
(2.44) يكتب ذلك بالرموز 1 ,م والعكس صحيح 1 > ير 
ملاحظة : 
نوضح استخد ام النظرية باعطاء المثال الاتي من كتاب (1987) معاؤم1 الذي 
وجد ان الدالة. المولدة للاحتمال لعدد الاولاد الذكور للرجل الاييض في الولايات 
المتحدة الامريكية تساوي تقريبا . 
0.4822 


3 تت 
045) 1-0 (6)م 
وهكذا سنحصل على معاد لة من الدرجة الثانيةباستخدام المعادلة م - (م)م 

0412(٠ )2.406(‏ - 0.482) > (م0.559 - 1)م ع 0 

للمعاد لة 2.46 جذ ران هما 1 - م 

0.482 
(2.47) 00 و02 م 


وهكذا فان احتمال 'نفراض الالقاب العائلية ( الذرية العائدة الى رجل واحد ) يساوي 
0.86 


البرهان : 
3 (20- 2000 فان من العادلة 2.86 نثبت ان (0),م 
تحقق العلاقة التعاقبية . 
2)20((٠ )2.48(‏ > (1 ل اوم 
من المعاد لة 2.48 يتضح ان 0 تحقق 
(2.49) .)2 عدوم 


عندما 0 --2. لكى نبرهن ان مجم اصغر عد د موجب يحقق المعاد لة 49 نثبت 


اولا ان 

>05 2 )2.50( 

لكل عدد موجب م يحقق المعاد لة.9.43 بما اذه > ه > 0 فهذا يعنى (2)0 > (0)م 
من هذا يتبين لنا ان م > 00م ك (أصد رمم 00 

باستخد ام الاستنتاج الرياضي ولكل ,» نجد ان 2 > )وم 

حيث نحصل منها على المعادلة 0 عندما تقترب * الى م . 

1 6 


هد 


لكي نبرهن المعادلة,2.44 نلاحظ ان (1) ,(1)"/ حمر مشتقة الدالة المولدة عند 
التقطة ١‏ ,(1) 2 ,1 ()م بحيث يكون 1 عبارة عن حل للمعادلة ,2.43 . 
ززز 0 < (1)وج ع (0)م .من الواضح هندسيا ( ويمكن برهنتها تحليليا باستخدام 
حقيقة كون (5)2 عبارة عن دالة مقعرة ) تحقيق صحة احد الشكلين 0.1 او 0.2 . 
اما ان يوجد عدد 2 فى الفاصلة1 >م >0 يحقق المعاد لة 3 اولايوجد . لايوجد مثل 
هذا العدد 7 اذا كان الميل ,ل لمماس الد الة المولدة عند النقطة 1 > + اقل اويساوي ١‏ 
والعكس صحيح منجانب اخر [ > ,جاذا لم يوجد جذر م للمعادلة ‏ (5)/--27 
في الفاصلة [>م >0 والعكس صحيح . وهو المطلوب اثباته هندسيا للمعادلة 2.44 . 
تجد الصيغة التحليلية لهذا البرهان في كتاب 57و نولل من 275 لها 
طن ةنا سنة (1900)ص 24 الى 20 . 


شكل ,6.1 1 دير 


المككملات : جه 
تحقق العملية اللاماركوفية معادلة جابمان كولموكروف : 


ندرس الخصائص العامة لمتسلسلات ماركوف ( التي درست بصورة موسعة ) من 
خلال دراسة خصائص حلول معاد لات جابمان كولوكروف . يجب ان ندرك وجود 
عمليات تصاد فية لاماركوفية احتمالاتها الانتقالية في المعاد لة 0 وتحقق ايضا معاد لات 
جابمان كولموكروف . المخال المبسط حول هذه العمليات مبين ادناه . للحصول على امثلة 


الما 


اضافية راجع [1959] ععللة8 200. ليبس صحيحا القول بان العملية التصاد فية عبارة 
عن عملية ماركوف اذا حققتاحتمالاتها الانتقالية معادلات جابمان كولوكروف بينما 
تحقق المعاد للات الانتقالية لمتسلسلة ماركوف معاد لات جابمان كوللوكروف . 
دعنا نعرف تتابع (ز) من المتغيرات العشوائية كما يلي تأمل وجود اربعة اوعية 
مرقمة 1 الى 4 . كل منها يحتوي على اربع كرات نفرض سحب كرة واحدة من كل وعاء 
بالتسلسل . عندما 0-12 نفرض أن 4.220 عبارة عن حادثئة كون الكرة 
المسحوبة من الوعاء هي الكرة المرقمة 1 او 4»نفرض ان 29م , عبارة عن 
حاد ثة كون الكرة المسحوبة من الوعاء هي الكرة المرقمة 2 او4 ونفرض ان يم 
عبارة عن حادثة كون الكرة المسحوبة من الوعاء ” هي الكرة المرقمة 3 او 4 .نفرض 
عندما 1,2,١‏ -ت#«وان 2123و , ووو يساوي صفراوواحد حسب 
حدوث ‏ #«ملم أوعدم حد وثها 
ابت في حالة تساوي 28 ,.:6,نه الى صفراو 1 ان 
,1 < 71 1015 >1 حم | و ,اام د ا م تتام 
1 ,0 > :7 مه 1 >1 ت بمو ,1 د مبووة |1 د وبوولام 
وعلى هذا الاساس ؛ البت ان العملية 430 تحقق معاد لات جابمان كولموكروف 
لكنها لاتحقق متسلسلة ماركوف . 


التمارين 5 
صف حالة الفضاء ومصفوفات. الاحتمال الانتقالي ذات الخطوة الواحدة والخطوتين 
لمتسلسلة ماركوف المتجانسة (:1)3 والموصوفة في التمارين 2.1 الى 2.10 


1 هجموعة اربعة اطفال يلعبون لعبة تتكون من رمي الكرة من واحد لاخر يكون 
احتمال رمي الكرة من احد هم الى الثلاثة الباقين متساوون . نفرض ان' 0 تمشل 
الطفل الذي يحصل على الكرة بعد ,1 رمية فقط حيث 1 < , 

2 يتم اختيار رقم بصورة عشوائية من الاعداد الصحيحة 1 الى 6 عندما1 < 7 

نختار ,م بصورة عشوائية من الاعداد الصحيحة لم2 28ر2 1ه 

3 تأمل رمبات مستقلة لزهرالنرد .نفرض ان .3 اكبر عدد يظهر في الرميات 

1 الاول . 1 

لأا 


4 تأمل رميات مستقلة لقطعة نقود احتمال ظهور صورتها يساوي م افرض ان 

,: عبارة عن مجموع عدد الصور خلال الرميات « الاولى . 

5 وضعت كرتان سود اوان وكرتان بيضاوان في وعائين بحيث يكون في كل وعاء 
كرتان .يتم اختياركرة واحدة بصورة عشوائية من كل وعاء .ثم يتم تبديل موقع 
الكرتين اللتين تم اختيار هما . 
نفرض ان مد تمثل عدد الكرات البيض الموجودة*في الوعاء الاول في بداية 
الامر. عندما 1 72 

نفرض ان + تمثل عدد الكرات البيض في الوعاء الاول بعد حدوث ” 
تبديل. 

6 تتحرك جزيئة حركة عشوائية حول دائرة فيها اربع نقاط باتجاه عقرب الساعة 

( ويرمز لهذه النقاط بالرمز 2,8 ,1 ,0 ) .احتمال تحرك الجزيئة الى النقطة الواقعة 

الى يمينها يساوي م واحتمال تحركها الى النقطة الواقعة شمالها ( الحركة بعكس اتجاه 
عقرب الساعة )يساوي م -1. 


نفرض ان ملا تمثل الموقع الابتد اث نى للجزيئة . افرض عند ما 2<1 ان را 
تمثل موقع الجزيئة بعد 7 خطوة . 


جو وضعت فأرة بيضاء فى شبكة من الممرات المعقدة البينة ادناه . 


تكون حركة الفأرة خلال المربعات الاربعة بصورة عشوائية بيس اذا لبيك 
وجود م مخرج لخروج الفأرة فان الفأرة تختا ركل مخرج باحتمال ل . 


يغير الفأر موقعه في كل لحظة زمنية . حالة النظام عبارة عن عدد المربعات 5 
يشغلها الفأر. 
28 ماكنتان في مصنع تستخددم احد اهما فقط في اي وقت معلوم . عطب ماكنة في اي 


لها 


يوم كان باحتمال م .يوجد مصلح واحد لتصليحلماكنة ويستغرق يومين 
لتصليحي ا ولا يستطيع العمل مع ماكنتين في ان - واحد .يتم عطب الماكنة 
في نهاية اليوم بحيث يبد أ التصليح في اليوم الثاني والماكنة الثانية ( ان كانت صالحة ) 
تستعمل في اليوم الثاني. ) 

حالة النظام عبارة عن الزوج (:) حيث * عدد المكائن الصالحة للعمل في 
نهاية اليوم وان / تساوي واحداً اذا توقفتالماكنة عن العمل وتساوي صفراً 
فيما عدا ذلك 


تلميح . فضاء الحالة عبارة ((0.1) م(1,!) ,(1,9) ,42,00 تأمل 
الرميات المتتابعة المعادة المستقلة لقطعة نقود تظهر صورتها باحتمال م 
نفرض عندما 2 < « ان ,نا تساوي 03 حسب نتيجة المحاولتين 


(1 -7) ( صورة . صورة ) . ( صورة . كتابة ) . (كتابة . صورة ) او ركتابة 
٠‏ كتابة ) على الترتيب . 


9 انجز تتابعاً من المحاولاات . حيث في كل محاولة ترمي قطعتي نقود متمائلتي 
الحدوث . نفرض أن ,2 تساوي عدد مرات الحصول على صورة عند ما تعاد 
المحاولة + مرة . 


1 المتسلسلة اللاماركوفية 


تأمل سلسلة من الرميات المعادة لقطعة نقود تظهر صورتها باحتمال 7 . نفرض 
عندما 2 <7 ان ,ند تساوي صفراً . واحداً حسب نتيجة المحاولتين , , (1 - م) 
فيما اذا كانتا صورة ام لا . اثبت ان (13 ليست متسلسلة ماركوف . ( نلاحظ 
ان هذه العملية التصاد فية يحصل عليها من متسلسلة ماركوف في التخرين 29 
وذلك بجمع ثلاث حالات معا) . هل تحقق (20) معاد لتجابما نكولموكروف ؟ 


2 اوجد في التمرين .2.1 احتمال وصول الكرة بعد ثلاث رميات الى الطفل ) 
الذي كانت عنده الكرة في بادىء الامر (11) الذي حصل عليها بعد الرمية 
الاول . 

3 اوجد فى التمرين .2.2 () احتمال 23-8 01 الاحتمال الشرطي 4 ير 
اذا علمت ان 2-8 

لض 


4 اوجد في التمرين..2.5 قيمة ,35 المحتملة جدا عندما. 2 0 


2.15 اوجد حلا للغز الاتي باستخد ام خصائص متسلسلة ماركوف : اربعة اشخاص هم 
. ,8 ,4 00 ,م يقولون الحقيقة مرة واحدة لكل ثلاث مرات ( وبصورة مستقلة ) . 
يؤكد لنا 4 ان 8 يفكر ان يقول م بان2 كذاب . ماهو احتمال ان2 يقول 
الحقيقة ؟ ( راجع كتاب الاحتمالات الحديثة ص 133 للحصول على مناقشة 

لهذا اللغز والمراجع الخاصة بتطوره ) . 

6 نفترض ان حالة الجوفي يوم ماهو نفس حالة الجوفي اليوم السابق ( سواء كان الجو 
ممطرا ام غير ممطر ) باحتمال يساوي م . نفرض ان .م عبارة عن احتمال كون 
الجو ممطراً في اليوم الاول من السنة . اوجد احتمال +2 لكون الجوممطرا في 
اليوم ,, 
اوجد قيمة غاية <2 عندما تقترب م و الى المالانهاية . 

7 نفترض وجود قطعتي نقود هما 4 يجب ان نرمي قطعة نقود « مرة باستخدام 
قطعة النقود المفضلة. . نحصل على ,م عندما تظهر صورة قطعة النقود 0 تظهر 
صورة قطعة النقود م باحتمال1/2وتظهر صورة قطعة النقود ر باحتمال 1/4 
لكننا لم نكن نعلم ابهما قطعة نقود 4 أو 2 قررنا رمي قطعتي, النقود حسب 
النظام الاتي نختار في الرمية الاولى قطعة النقود بصورة عشوائية . نستخد موفي 
بقية الرميات اللاحقة قطعة النقود المستعملة فى الرمية السابقة اذاا ظهرت الصورة 
في تلك الرمية : من جانب اخر سنستخدم قطعة النقود الاخرى . ماهو احتمال 
رمي قطعة النقرد 4 في الرمية ”اذا كانت (0 # -< )2 ” كمية كبيرة ؟ 

(:) ماهو احتمال ظهور صورة قطعة النقود في الرمية * اذاكانت (أ) 4 -,, 
(ب)4 كمية كبيرة ؟ ( تلميح . نفرض ان ,لا تساوي < أو صفراً حسب نوع 
قطعة النقود المستخدمة في المحاولة ‏ فيما اذا كانت لم ىس “8 ) 


8 برهن صحة المعادلة 2.23 
9 برهن صحة المعاد لة 2.28 


0 تكملة المثالين م1 «و . اثبت ان احتمال وصول « زبون خلال زمن خدمة 
زبون مايساوي .ه 


١‏ يلف 


(2.51) 700" 001 سي ا 5 


حيث (0)”:دالة توزيع ازمنة الخدمة . اوجد متوسط وتباين توزيع 0 

كك 

1 متسلسلة ماركوف لصف الانتظار 71 . صف انتظار ذو قناة خدمية 

مفردة وازمنة الفجوات المتتابعة بين وصول زبوت واخر عبارة عن متغيرات عشوائية 

مستقلة متمائلة التوزيع وان ازمنة خد مة الزبائن المتعاقيين عبارة عن متغيرات عشوائية 
مستقلة متمائلة التوزيع بمتوسط بر/1 نرمز لنظام الانتظارهذا بالرمر 0/1 

( راجع المثال 28 ) نفرض عندما1 < ,دان ٠‏ تمثل عدد الاشخاص فى صف 

الانتظار عند لحظة وصول الزبون « . نفرض ان .87 تمثل عد د الزبائن المقدمة 
لهم الخد مة خلال الفترة الزمنية المحصورة بين وصول الزبون 7 والزبون(1 ل م). 

ان 0 - رير وعندما 1 م -1 +80 ح و بمكاائيبت ان ,8) متسلسلة 
ماركوف المتجانسة ذات فضاء الحالة )0,1,٠٠١7‏ ثم اثبت ان مصفوفة احتمالها 

الانتقالي كما بلي 


00 0 860 وه 
سم 2510م 
2.58 ره كي حيه ,)اجر كلل عردم 3 0 55 


1 دصر 
وان ().” عبارة عن دالة توزيع الفجوة الزمنية بين وصول «زبونين متتابعين * 
2 برهن صيغة نظرية عمليات التفرع الاساسية الائية تحليليا . نفرض ان 
مم 25 7 )م 


0م 
عبارة عن الدالة المولدة للتوزيع الاحتمالي (,4 حيث 0 < 20 ان للمعادلة 
(م)5 - م جذر م فى الفاصلة 52>1م اذاكانت | ورد دم 
1 0م 

والعكس صحيح 

8 ائبت ان احتمال الانقراض النهائى 20 لعملية التنفرع يساوي “م حيث م 
عبارة عن اصغرعد د موجب يحقق المعاد لة 24 اذا علمت ان حجم المجتمع 
رقم صفر يساوي 1 </ 

للف 


8 


4 نفتر ض ان الاحتمالات  22,:٠:*‏ بده المعرفة في المعاد لة 29 
عبارة عن متوالية هندسية : ...1,2,2 در 0 ,1-تم 6 درم 
حيث مر-] >2 > 0لهة7>1> 0 بينما 
اماد ف ديم ذ5 -1دم 


1-7 د 
() اوجدالد الة المقابلة المولدة للاحتمال 2)2 والمتوسط ممر. 
6 ائبتانللمعادلة ‏ (مم)م دم جذرين موجبين فقط هما 1 
رمف+م -1 0 


1 م -])م 


(ذ) اثبتان 1 < 2 اذاكانت ‏ 1 >> س والعكس صحيح . 


2.25 نقد ير مصفوفة الاحتمال الانتقالي .شاهدنا 50 انتقاله لمتسلسلة ماركوف ذات 
الحالتين .الحالات امنتابعة التي اشغلتها المتسلسلة كانت كما بلي : 
1 0 


1 
1 
1 
0 


ته مره مرزر.م 
سراي هه مره 
موي هة سريم 
هت مريبرت مر 
5 ماه نه بسمرم 
هت مره نرم 


1 
0 
1 
0 
1 


بير يرن ات 


0 
1 
0 
0 0 
استخرج تقد يريا مصفوفة الاحتمال الانتقالي ذات الخطوة الواحدة بافتراض 

ان المتسلسلة متجانسة . 


6-3 تحليل ستسلسلات ماركوف الى فئات تبادلية : 


تقتصر دراستنا فيما تبقى من هذا الفصل على التطور الزمني لمتسلسلة ماركوف 
المتجانسة (3) ذات المعالم المتقطعة .من المناسب ان نبد أبتبويب؛ حالات المتسلسلة 
حسب امكانية الوصول من حالة معلومة الى حالة اخرى معلومة . 
يقال ان الحالة / يمكن الوصول اليها من الحالة آي اذا كانت .0 < (١)مزم‏ 
عند ما يكون العدد صحيحاً[ < ..١‏ يقال ان الحالتين ‏ © م متباد لتان 6016 ورمع 
اذا امكن الوصول الى 2 من + وامكن الوصول الى :8 من ر .اذا امكن الوصول الى 
من / فاننا نرمز لذلك بالرمز م ب :راذا تبادلت 4 ( فنرمز لذلك بالرمرم مهار 


يف 


نظرية مج 


اذا كانت وج , جح 2 فانم جمد 


الترهتان: 
كولموكروف نحصل على : 5 
١‏ < (الاروم (01)رروم - (لقاءمم )ريم (5 ح الر + للاريم 
. جميع حالات 
وهو المطلوب اثباته . 
باستخد ام النظرية .34 نحصل على النتيجة الاتية : 
نففريبة :32 
يكون التبادل متناظراً وانتقالياً بمعنى انه لكل من الحالات 4,7 ,/ 
(8.1) جه ]1 تعني جهق 
هق 1*8 زجه ععني - جور 


تعرف الفئة التباد لية (0)3 اذااعطيت حالة 7 لمتسلسلةماركوف ء بانها مجموعة 
جميع حالات م العائدة للمتسلسلة والتي تتبادل مع نعبرعن ذلك بالرمزكما يل : 
 )8.3(‏ وجهم اذا كانت(0)3ء :اوالعكس صحيح . . 

في بعض الاحيان نجد ان (0)7 خالية ( يعني 7 تتبادل مع لاشيء ؛حتى ولو 
مع نفسها ) .في هذة الحاله نطلق على 3[ بانها حالة غير عائدة 77ماءسومم 


اذا كانت (0)3 غيرخالية » فان 1 تمي الى (0)0 لكي نرى ذلك 
لاحظ انه باستخد ام النظرية 8317 سنجد حالة بحيث 6 جوز , زجهة اذا كانت 
ع 
يقال ان الفئة غير الخالية © من الحالات المنتمية الى متسلسلة ماركوف بانها فئة 
تبادلية اذا كانت 0 تساوي (0)03 لحالة مار . 


إلى 


نظرية 30 
اذا كانت,6 , 060 فئتين تبادليتين فان 09 ->01) او 0100-8 
(اي ان,60 , ,0 غير مشتركتين ) . 


اللرهان: 
نفترض وجود 7 حالة مشتركة بين ,0 ,0.نفرض ان ر #عبارة عن حالاات 
بحيث (()0 -, ()0 -ي0 .لكي نبرهن ان ين ب ,م نحتاج ان نبرهن 


ان (ميس ح( 0)7‏ وبنفس الطريقة نحصل على (00 0 ()0 
نفرض ان (0)7» 0 

بما ان ر++م , 3+>7انحصل على ,ب و.لكن بيهم .اذن مجم 
وان 9 تنتمي الى ()0 والتى يجب ان تبرهن .من الممكن رسم مخطط يبرهمسن 
النظرية 30 بمجرد النظراليه ( راجع الشكل (65.3 ) . 


الشكل 6.3 البرهان التخطيطي للنظرية 5300 
نففرية 31 
تحليل متسلسلة ماركوف الى فئات غير مشتركة : 


يمكن كتابة المجموعة 85 لحالات متسلسلة ماركوف على شكل اتحاد عائلئنة 
منتهية او لامنتهية محدودة [,0) من مجاميع الحالات غير المشتركة . 
و7 م 1 10 9ع 00 6ن أن لجاااع عن 1 :حت كور 


قنش 


حي ث كل مجموعة ,0 تكون امافئة من الحالات التباد لية اوتحتوي على حالة واحدة 
غير عائدة فقط . 
البرهان 

اختر حالة ,2 وافرض ان ,0 يساوي (0)2 او إر, جسب كون ,12 حالة عائدة او 

غيرعائدة . اختربعد ذلك حالة ,3 لاتنتمي الى ,0 وافرض ان 02 تساوي )0 
او [,13 حسبكون ,3 حالة عائدة اوغيرعائدة . من النظرية 30 نحصل على ان,0 0 
غير مشتركتين . نستمر بهذه الصيغة. ونحصل على التحليل الموصوف سابقا . 

يقال ان المجموعة غير الخالية 0 من الحالات مغلقة 610560 عند عدم وجود حالة 
خارج المجموعة يمكن الوصول البها في اية حالة داخل المجموعة . نعبرعن ذ لك بالرموز 

تكون 0 مغلقة اذاكانت كل ر تنتمي الى 60 وكل لاتنتمي اليه , 0 ح (0), رم 

1١2,٠:‏ 7 لاحظ انه حالما تدخل متسلسلة ماركوف فئة مغلقة فانها ستبقى فى 
تلك الفئة 


مثال :34 


تعترن متسلسلات ماركوف الأربع . كلاً منها بفضاء حالة ‏ (1,2,3,4) - 8, 
ومصفوفات احتمال انتقالي على الترتيب 


0 120+ 0010 0 0 110 0 1600 
7 : 1 1 
5550| 100 1000| 25600 |_ 
4 5-1100 و0 1ه|-” يم 1 وأحم 
1141413 0 + 4 0 + + +414 


نعتبر تحليل فضاء الحالة ق الى مجاميع غير مشتركة لها الخصائص المذكورة فى 
النظرية 87 ْ 


تنقسم 5, وفقا الى :2 الى فئة تباد لية مغلقة واحدة (1) وفتتين تباد ليتين غير 
مغلقتين ‏ (3,4) ,22) 1 


تنقسم م وفقا الى رس الى فئة تباد لية واحدة (1)1 وثلاثة مجاميع غيرعائدة إن . 
!4 ,(18 


نلف 


تنقسم م وفقا الى,يرم الى فئة تباد لية مغلقة واحدة (1)1,2,3 ومجموعة غير 
عائدة (4) . 

تنقسم م وفقا الى ,رم الى فتة تباد لية مفردة . 

تكون الفئة التباد لية المغلقة © لحالاتمتسلسلة ماركوف التي يمكن دراستها بصورة 
مستقلة . اذا كتبنا مصفوفة الاحتمال الانتقالي © لمتسلسلة ماركوف بحيث تكتب اولا 
الحالات المنتمية الى © فانم تكتب كما يلي : 


:]م 

حيث + تمثل مدخل مصفوفة من الممكن ان لايساوي صفراً وان ”1 مصفوفة جزيئة 
ل 2 تكون مد اخلها د لائل من الحالات الموجودة في 0 نستطيع كتابة مصفوفة الاحتمال 
الانتقاليي ذات ال .: خطوة كما بل : 


1 يكنا - رمم 


بما انه يمكن فصل الفئة التباد لية المغلقة ) من متسلسلة ماركوف ( وذلك بحذدف 
جميع صفوف واعمدة مصفوفة الاحتمال الانتقالي المقابل للحالات الموجودة خارج 
الفئة المغلقة 0 ) ومعالجتها كمتسلسلة لماركوف فان لدراسة الخواص ( المقارنة بالتماثل ) 
لمتسلسلة ماركوف نحتاج ان ندرس الخواص ١‏ المقارية بالتمائل) لمتسلسلة ماركواف حيث 
توجد فئة تباد لية مغلقة واحدة فقط وان جميع الفئات التباد لية الاخرى عبارة عن فئات 
غير مغلقة. ١ ٠‏ 


المكملات : 
و معيار لامكانية الوصول : 


اثبت ان الوصول الى م يكون من 3 اذا كان للعدد الصحيح 7 وللحالاات 
و2 والعكس صحيح 0< وو 7 و ووف م21 7 7 وقية2 2 
ود عبار للقانة مراهاله اب 
اثبت ان ( حالة غير عائدة اذا كان 0-0,,م ولعكس صحيح لكل عدد 


صحيح , 5 
ف 


30 معيار حالة الابادة 3 


يطلق على حالة ز عندما يكون 1 > رورم بحالة الابادة . 
اثبت ان ر عبارة عن حالة ابادة اذا كانت (1) فئة تبادلية مغلقة والعكس صحيح . 


التمارين , 

يحلل التمرين .3 عند ما 10 , 2,٠٠٠‏ ,1 > 8 فضاء حالة متسلسلة ماركوف المعرفة 
في التمرين :.2 الى مجاميع غير مشتركة لها الخواص المذكورة في النظرية ([و. 

حلل في التمارين 1 الى 3.13 فضاء حالة متسلسلة ماركوف المعرفة بمصفوفة 
الاحتمال الانتقالي المبينة ادناه الى مجاميع غير مشتركة لها الخواص المذكورة ف في النظربة812 


+ + 0 
+ 0 #احعم 0.11 
0 8 + 
1 0 0 0 
1[ 0 0 0 
5 حدم 3.12 
ا 50 
0 1 0 06 
0 0 4. 00 6. 
060 0 2. 6 2. 
|0 0 8. 200./-عم 0313 
4. 6. 0 0 0 
6. 4. 0 0 0 


6.1 ازمنة التواجد وازمنة العبور الاول 

نصنف حالات متسلسلة ماركوف الى مجموعتين وذ لك لاجل د راسة الته' رر الزمنى 
للمتسلسلة : الحالاات التي يمر بها النظام بصورة غير منتهية على الاغلب والحالات التى 
يمربها النظام بصورة منتهية على الاغلب 

لايمكن للمتسلسلة على المدى الطويل أن تكون في أي من الحالات الاخيرة ولذ لك 
منتاج أن ندرس التطور الزمني للمتسلسلة عندما تتحرك بين الحالات التي تمر بها بصورة 
0 نطور في هذا ابند معيارا لتصنيف حالات متسلسلة ماركوف الى 
فى 


تأمل متسلسلة ماركوف ٠ ٠0(‏ ,0 - .م نعرف (27.)0 بانها عدد مرات 
المرور في الحالة : خلال الانتقالات « الاولى لأبة حالة م ولكل 2,٠١‏ ,1 - 7 بصورة 
ادق 17.0 تساوي عدد (),37 الاعداد الصحيحة « ,التي تحقق » > « > 1. 
م - ,2 نطلق عليها بزمن التواجد للحالة 8 خلال الانتقاللات الاولى « . 
يطلق على المتغير العشوائى 
0.10 (« اغا - (م)ء/2 
بانه زمن التواجد الكلي للحالة م . 
من المناسب تمثيل ازمنة التواجد على شكل مجموع من المتغيرات العشوائية . 
نعرف لكل حالة م ولكل ... ,2 ,1 - #مايلي : 
عدر كز 1ع (ممءة 
١ 07 1 4.2١‏ نت 
بعبارة اخرى (2:0 تساوي 1 أو صفراً حسب وجود المتسلسلة في الزمن ,, في 
الحالة جم . بامكاننا أن نكتب مايلي : 


(4.3) 1 لمك رك - (مم3 
2١8 4.4‏ - (م)ءنة 


نعرف بعد ذلك الاحتمالات الاتية . لكل من حالتي ار مم 
(4.5) ر[قعمكة | 0 < (مم) ااال مول 
(4.6) .زر ع مكة | مه ع (م)ءل0] !1 حورو 

بعبارة اخترى 1.4 عبارة عن الاحتمال الشرطي لكل مرور في الحالة .ر اذا 
علمت ان المتسلسلة الماركوفية في البداية كانت عند الحالة بينما *91 عبارة 
عن الاحتمال الشرطي للمرورغيرالمنتهي في الحالة 1" اذا علمت ان المتسلسلة الماركوفية 
كانت في البداية عند الحالة 3 

من الممكن ان تكون الاحتمالات في المعاد لتين 4.5 غير معرفة لان 

0 > [رح ,لر]م. نعني في الحقيقة بالمعاد لتين 4.5 ن.ي كما يلي : 
4.7( رتم | 0 < (سرلة - (زمماء ]اط دورق 
(4.8) راتما | هم ع (سءلة - (م) مقاط دورو 


لجميع قيم و . أن الكميات في المعاد لتين < يي - 8 مستقلة عن قيم التي 


فا 


تكون هذه الكميات معرفة عندها في حالة متسلسلات ماركوف ذات الاحتمالات 
الانتقالية المتجانسة . نكتب جميع التعاريف المقبلة على شكل المعاد لتين4.5 »2 46 
وبيجب تفسيرها على شكل المعاد لتين 4.7 4.8 

نرمزللاحتمال الشرطي للعبور الاول من 2 الى ا الذي بخدث في « خطوة 
فقط بالرمر ‏ 2)..,/ بصورة ادق 
)049 باقع مكلا | (مء7]ط د (سامدر 
حيث نعرف لكل حالة : ولكل عدد صحيح ... ,2 ,1 - مايلي 
(4.10) .[2,...,28-1 1 ع- م 1ط عو م ,نا حت مة] جح ()آ8 
بعبارة اخرى (7)2 عبارة عن حادثة ان الزمن الاول من بين الازمنة ... ,2 ,1 

الذي يتم المرور عند ه بالحالة :م هوالزمن م 

نطلق على (3):.. باحتمال العبور الاول من حالة 'ر الى حالة :م في الزمن 7 بينما 
نطلق على .., باحتمال العبور الاول من ز الى بز 


مثال 44: 


متسلسلة ماركوف ذات الحالتين : 


غففا 


في متسلسلة من متسلسلات ماركوف ذات الحالتين صفر» 1 نكتب احتمالات . 
العبور الاول )ع ول كما يلي : 


- ور 

,2 2 21 ”ليما 1و ع 0000و[ 
1ج روم "لووما > (رور 
21 21 ”ررم 5-5 ار 
0 ع- 10) ل 

2 2 201 "لوروه) مرهع 0007 رل 


نظرية : 48 
لاية حالتين 212 2 فان 


411 ١ر1‏ ل حبرل 


البرهان : 
لكى نبرهن المعادلة 4.11 نعرف مايلي : 
(4.12) [0 < رم)ءة] ع [0 < ع« 
عدد صحيح : - ,ا ] ح ع تإبما ان ,1 عبارة عن اتحاد تتابع المجاميع غير المشتركة 
1200 - م  17,)(,‏ فستحصل على 


رمدم لم ١‏ د ررحم | 17م 2 د رز عدولا ]حورل 


الصيغة الاساسية الاتية عبارة عن علاقة بين الاحتمالات الانتقالية ():.,2 


واحتمالات العبور الاول 

نظرية 411 

لاية حالتينر م ولكل عدد صحيد-[1 < «فان 

(601.14 )72 بويد 0 (0)مرل 2 - (0) ره 
نعرف 


معدم “1 1 
(4.15) 0 1 ' درق ع (0) ررم 


البرهان : 
لكي نبرهن المعادلة 4.14 نكتب عايلي : 
(وعدو8 | وهام 
وح و | 1 ...و1 حو :10 :1 كد وك روا سكا رطا - ,]1 به - 
حمل ]ط[ئط عدولا | اح فاط و 
1 حم 


(4.106 2 م8 |11 - م ,. .. ,1 حو نهة ا كد ور 
00 2 00 يررك ع 


لوقف 
م/4 العملبات التصاد فية 


يستعمل الاسلوب المستخدم في المعادلة 4.16 في دراسة متسلسلات ماركوف 
ويسمى باسلوب المدخل الاوك +6اتهب :وج /0 6109م نصن القاعدة العامة 
لهذا الاسلوب كما بلي . لاية حادثة 1 ( مثل الحادثة [8 -.] ح م ) نكتب مابلي : 


٠ )04.17(‏ > و | (سا1 مام 2 > [و ع و | امام 


نفترض الان ان 4 عبارة عن مجموعة جزيئة ل ,7 وان لكل. عدد صحيح «١‏ 
توجد حاد ثة 4 تعتدد نقط على المتغيرات العشوائية (7 < 176,,1 بحيث 


باستخد ام خاصية ماركوف نحصل على 

[0-3 | (),7[ام [3 ع و ر(اوآ | مفاط د ززعو | (سار مقاط 
(4.19) )ور [ط عدم | مقاط - 
نحصل من المعاد لتين 7 .. 4.19 على الصيغة الاساسية لاسلوب المد خل الاول : 
مه .حمة| مقا مير يا - [ردمة | مام 


عند ما نستخدم اسلوب الدخل الاول نحتاج الى تعريف الحادثة ,4 وانه من 
السهولة بمكان تقييم تر | مك4]ط 
كتوضيح اخر لاسلوب المدخل الاول . نبرهن الصيغ المفيدة الاتية : 


نظرية 46 
:لان حالتين 2 # فان 
(4.21) #روكرة راغا يري؟ 
(4.22) عمد ع9 عر لح يرز 9 
البرهان : 


لكى نبرهن المعادلة 4.22 نستخدم المعادلة 4.20 عندما تكون[م > (ص)ء/ة] - 4 
4.25 سمه 0 ررك يق - [تحمك | مه - (مم)ء الام 


لقف 


لان ريم - [ث ع م | مه ج (جوو) 37 - (مم) 37]ص نحص لمنا معاد لتين 4.23 4.11 عل 
المعاد له 4.22 ١‏ 


لكى نبرهن المعادلة 4.21 نلاحظ انه باستخدام اسلوب المدخل الاول . ولكل 


عدده يح 1 < 
ديتةه 8 تم |« < (م)ءالاط 


(4.24) رط | 1ح < (مارلة- (م)ءاقاط ريل 8 - 
بما ان 
و[ ع مي | 1-م < (مه )قاط د زط حر | 1 سي < زوملا - (مه)ء [ز]ط ممص 
فاننانحصل من العاد لتين 4.24 ٠‏ 4.11 عندمايكون1 < «على 
(4.5) رلك حك | اسه < (م)ءاناه - [ط حمل |« < (م )ءالا 


نحصل من المعادلة 4.25 وبالاستنتاج الرياضي على 
1 < كي - [ عم |« < (م)ءقاط 


وهكذا فان 
عدم |م < رم)ء ]ص غا - [م -م, | م ع (م)ءاقاط 
(4.26) .*(,/) غبا ح 


000 


وهو المطلوب اثباته للمعادلة 4.21 , 

تؤدي النظريتان 41 410 دوراً اساسياً في خالة تبويب حالات المتسلسلة . 
نظرية 42 

قانون الصفر - واحك ٠‏ 

لكل حالة ,#يكون 1 هو او 4-0.ءو فضلا عن ذلك 


(4.27) 1 حتيريم9 اذا كانت ,1 حوءل والعكس صحيح 
0 (4.28) 0م حت ,9 اذا كانت 1 > ع1 والعكس صحيح 


بعبارة اخرى . تنص النظرية (47 اذا ابتدأت المتسلسلة الماركوفية في ,# فانها تعود 


نيف 


الى ,: باحتمال يساوي 1 وانها ستمر بالحالة 7 عدداً من المرات غير منتهية وباحتمال 
يساوي 1 .من جانب اخر نتوقع ان تعود الى:/عد دا محد وداً من المرات ان وجد احتمال 


موجب لعدم عودتها . 
ان النظرية (41 عبارة عن نتيجة مباشرة للمعاد لة 1 .من العاد لة 4.21 نحصل 
على 
1 > ع1 تعني و0 ح يريو 
1ح ريل تعني ناك 


وهكذا فان1 ح بو تعني 1 حير لانه اذاكانت 6ل لاتساوي 1 فان »,م9 
سوف لاتساوي1 . 


مثال 48 
لايمكن ان تكون عملية التفرع كبيرة : 


نفرض ان ,2 عبارة عن حجم الجيل النوني لعملية التفرع المعتبرة في المثال 20 . 
اثبتنا سابقا ان احتمال الانقراض ض ,م يعتمد على المتوسط لعدد ذرية فرد ما. اي ان 
0-0 عندما تقترب ” الى بن. نبرهن الان بغض النظرعن قيمة م وبغض النظرعن 

الحجم الابتدائي للمجتمع ان المجتمع سينقرض وسيصبح كبيراً بصورة غير محد ودة. ٠‏ 
لكي نبرهن ماجاء اعلاه نبرهن مايلي : 
(4.29) لاه عط م15 1 ك ميل 


ذلك خفن 
3 على ...1,2 عم مم1 0 حبيو 

بعبارة اخرى لاتوجد قيمة موجبة : افتراضية تساوي مالانهاية لحجم المجتمع ,/ز . 
اي مجموعة محدودة من القيم الموجبة 24 ,1,..0 يمكن ان تكون حجم المجتمع 
5 لعدد محدود (ولو انه عشوائي ) من الاجيالهم . وهكذا فان 00 تعني 


ان حجم المجتمع سيكون صفراً ٠أوص.‏ 


لكي برهن المعادلة 4.29 نلاحظ اذا كانت لاتوجد ذرية ل :/ من افراد المجتمع 
فان المجتمع سيتميّز بحيث 1 > *وم) - 1 كييل 
لفف 


: 0< 
لان 2 


نظرية  :‏ 7ط[4 
لكل حالة : لمتسلسلة ماركوف فان 1 
1 > يي اذاكانت ره > (00) ريط 2 والعكس صحبح 
430 وسور اذاكانت رص رم .يم ن2 ولعكس صحيح 
نستخد م طريقة الدوال المولدة لبرهنة النظرية 417+ نعرف الدوال المولدة 
«(0) بر 28 لخيرة > لتاب رمه 5 > لماك 


(4.81) (0) رب - 17 
لجميع الاعداد الحقيقية 2 بحيث 1 > |2| 


نظرية 417 


لاي حالتين ار ,ر المتسلسلة ماركوف فان العلاقة بين الد التين المولد تين (م). .رد 
(2):. مبينة كما يلي عندما 1 > |2| 


(4.32) ركع و كط (عايى7 (عارل ع لم1 
628 17 ا داح هايم 
عنلص2 1< 
4.54 0 1ع (تا)ءى” , ني د زم)ب_7 
البرهات : 
نضرب طرفى المعاد له 4.14 بالكمية وان ونجد حاصل الجمع ٠‏ عند م١ ٠‏ ,2 
(4.35) ح )بيط( )م م ار 2 (* ب - () م رمك2 2 


يفف 


دده 0د 
( ح تي ”ع ريون 2 ب 
مويق 00ب" لا 
والتي يمكن ان تكتب بدلالة الدوال المولدة كما يلى : 
(4.36) 2و (ها ىر حيرة - (قا بط 
وهوالمطلوب اثباته . 
تأتي اهمية الدوال المولدة من الخاصيتين الاتيتين : 
نظرية 40 ., 
نظريات غاية الدوال المولدة : 


نفرض ان (,م) عبارة عن تتابع غير سالب من الاعداد الحقيقية بدالة مولدة 


(4.37) .1 > |2| 2ه بق - )4 
لكي يوجد عدد محدود 8 بحيث 
(4.38) 8 مه ب غم 


فانه من اللازم والضروري وجود عدد محدود , بحيث 
(4.39) .46-8 فار 


نعني بالغاية -ء هي الغاية التي تقربها # عندما تكون قيم + اقل من, 1 . من اجل 


ان يوجد عدد محدود ,7 بحيث 


1 . 
(4.40) > مورغ و#غيا 


فانه من اللازم والضروري وجود عدد محدود 7 بحيث 
(04.41ن) .شط ع (4)2 (1-2) غا 
-1مع 


تقع حقيقة تكافؤالمعاد لتين 4.0 » 4.41 خارج نطاق هذا الكتاب لانها تتطلب تحليلاً 


رياضيا متقدماً ( راجع «زلبة]8 [ 1949] نظرية 6 ص 155 للحصول على 
البرهان ) . 


يف 


نبرهن تكافز المعادلتين و4 2 439 كما يلي : 


اذا امكن جمع التتابع (,) بصورة مطلقة فانه باستخدام نظرية التقارب المفضلة 
( راجع الملحق في نهاية هذا الفصؤ ) نحصل على : 


(4.49) 8 > 46 سند ممتاميسة قحمه 2 
وبالعكس دعنا نبرهن اذا كانت 0 < .6 لجميع قيم,” فان 
(4.43) لت © َ ووتامسة ه > 8 - (4)6 صثر 

لكي نبرهن المعاد لة 8 نلاحظ انه لاي عدد صحيح 12 > عه > 0 فان 
(4.44) الت هر 


بايجاد قيمة المعاد لة 4.44 عند ما اتقترب » اك 1 نحصل على 
(4.45) > "ويه كل سنا 2 


1 
نحصل من المعادلة ,4.45 على ان تتابع المجموعات المتعاقبة 
,3ب ابر 
عبارة عن تنابع مطرد محدود .وهكذ! فان المتوالية اللانهائية مه ذل تتقارب 
فان قبمتها تساوي 5 وذلك من اللمعادلة 4.42 . 
نستطيع الان برهنة النظرية 48 .نحتاج الان ان نبرهن المعادلة 4.30 
نحصل من اللمعادلات ,434 ,4.38 4.39 على 1> يي/ اذاكانت 


1 > (6)ى,/ ل والعكس صحيح .اذا كانت1 > (7,.)6 غااذاكانت 
)ك2 مه >غا والعكس صحيح . 


1دمحم 


اذا كانت > اريم ير والعكس صحيح . 


الحف 


نظرية غاية الاحتمالات الانتقالية : 


نتيجةلذ لك فان النظرية الاتية تؤدي دوراً مهماً - نعرف لكل حالة # كما يلي 


(4.46) بل رق حت يريا" 

نظرية :411 

فض ان 6 عبارة عن حالة بحيث٠‏ © > غ170 ح ىعم .ان : 
د 

(4.47) لحان جا 

وان لكل حالة ف 
1 13 . 

448 م - 174 

(4.48) م رح (تا ررم 0 عد 


لكي تبرهن اللمعادلة جي.4 على ضوء تكافز المعادلتين 4.40 ,4.41 نحساج 
ان نبرهن ما يلي : 


(4.49() سح ت (2)ي,5 (ه - 1) سنا 


1 
م2 
لكي نبرهن المعاد له 4.49 على ضوء المعادلة 4.34 تحتاج ان نبرهن : 


450 22 ون قامس ون 


1-2 امج 


تتحقق صحة امعادلة 4.50 بسهولة لان 


َ 2 ”1 
4.51 مم0 حت (00) برل ب ا )يع 2 1 غا 


بنفس الطريقة فان المعاد لة 8 عبارة عن نتيجة مباشرة للمعاد لتين 9 4.50 
وتكافؤ المعاد لتين 4.40 4.42 
٠المكملات‏ : 

البت في المكملات 44 الى 4 صحة تحقيق العلاقات المعطاة لكل حالتين 
7. #المتسلسلة مار كوف . 

"1 


44 )ير 2 ك برل كك ( ررم طناه 
لحننا 


ونتيجة لذلك فان 3-8 () اذاكانت0 < ي.ر2 والعكس صحيح 8+©7 01 
اذا كانت 0<ر/., والعكس صحيح 


40 7ر2 2ر1 (اررم 2 
مدع 1عمع 
عي ان وجدت ركناملعه ير ح ()رريرم غا فات 


دو 


7 جبلع (0) يرم غا 


تلميح : اثبت ان لكل 1 < 77 فان 


«(70 )بر 7 م # ليرج ح (تاير يره) (70)برررل 2 حت ير 37 يرول - (00يز ,و2 


السو الحننا 


2 
700 د ساس - نيم | مر 7 > امك ررا- ررم | 


1د لصيو 1د 


تفرض ان ه +« اولا ثم -+-2 


ان وجدت 

ده :1 نه مدوم 15 غا 
رقا م ”7 ح- (70)ر 2 بم 37 مدن 

فان 


هه تق 


الى 1 1 
مركتي وك 07ر2 2 1 3 


45 اذا كانت 1 > عر فان لاية حالة 3 


0 ووه > (01)برررة 2 
(1) ,ررم غا 
1 .هك د راريم 0 
4119 1 ب 


45 نعبرعن المتوسط الشرطي لزمن التواجد الكلي بد لالة الاحتمالات الانتقالية 000 .رم 


اثبت ان 


م رم أ - [رحمة | (م«)ي انا 
لطن 


كفن 


© انبت اذا حقق التتابع 40.5-1,2,003 العادلة 4.40 فانه يحقق 


4.41 
تلميح حقق ١‏ 
,"2 (ظط جح ى5) 2 22 - 1) - مط + (4)2 2 - 1) () أقطا وتم 000 
1 سم 
5 حيث #/لمه + 0١‏ مل يم) درق 
() لاي ىر 


.د ءة | صن + | زط - 6١‏ | لا تر 1ك اع - )24 - 1) | 


1م 


افرض 2:1 وات م هابر 


5 الفتات والحالات المعاودة واللامعاودة : 


٠‏ لكي ندرس السلوك المقارب لمتسلسلات ماركوف فانه من الضروري القدرة على 
تحديد الفئات التباد لية المغلقة وغير المغلقة . من اجل هذا نقوم بعرض مفهوم الفئة 
المجاورة . 

يقال ان حالة :مز معاودة اذا كان 1 - .../ او بعبارة اخرى .م حالة معاودة اذا 
رجعت المتسلسلة الماركوفنية نهائيا الى :م الي ا 3 
ويقال ان .م غير معاودة اذا كانت 1 > .عر 


ملاحظة : 


بعض الكتاب ( وبصورة خاصة فيلر -50110 ) يطلقون على الحالة المعاودة بالحالة 
2011001 وعلى الحالة اللامعاودة بالحالة لقد استخد منا 
المصطلحات المستعملة من قبل مم01 سنة  )1960(‏ !لوفدم1 سنة (1959). 


يقال اذفئة الحالات 0 معاودة اذا كانت جميع الحالات الموجودة في م 
معاودة . وبنفس الطريقة يقال للفئة © لامعلومة اذا كانتجميع حالاتها غير معاودة . 


ذف 


5 


في 


نظرية : 54 1 

لنفرض ان © عبارة عن فتة تبادل# لحالات المتسلسلة الماركوفية تكون 0 اماتكون 
فئة معاودة اولامعاودة ' بصورة ادق » () اذا كانت اية حالة في بم معاودة فان جميع 
حالات © تكون معاودة . 
() اذا كانت اي حالة في 0 غير معاودة فان جميع حالات © تكون غير معاودة. 


اللرهات: 


اذاكانت 1 .يم واذاكانت 24+78 فان 
6.10 حورل 
بعبارة اخرى » تنص المعادلة 5.1 على ان الحالات المعاودة تتبادل مع الحالاات 
المعاودة فقط . 


وهكذا فان الحالات اللامعاودة تتبادل مع الحالات اللامعاودة فقط . 


لكي نبرهن المعادلة 5.1 نبرهن ما يلي : 


إذاكانت م > (0)ريم نث راذا كانت 3407 فون © > (#)رررج ي2 


باستخد ام معاد لة جابمان كولموكروف نحصل لاي اعداد صحيحة 37 , 34 عل : 


و(4)رية (انايررة (7)يررم < (11ل)ررىة (0)وو2 (87) ورم ب - (244 إن سك 7ر2 
(5.2 5 


 68(‏ “ريم بي ريم ررم < ملجه+ ررم ب 

اختر الان 1 » د بحيث يكون 6 < (87):.رم 0 < (34), .م فان عدم تقارب 
المتوالية اللانهائية في جهة المعادلة 5.5 اليمنى يعني عدم تقارب المتوالية اللانهائية 
الموجودة في الجهة اليسرى .وهو المطلوب اثباته . 


يلين 


5 1١ نظرية‎ 


تكون الفئة التباد لية المعاودة مغلقة . تحتوي الفئة التباد لية غير المعاودةالمغلقة على عدد 
غير محد ود من الحاللات . 


نستطيع باستخد ام النظريتين 54 ٠‏ 58 من توسيع نظرية التحليل لتسلسسلات 
ماركوف المعطاة في النظرية 32 وكما بلي , 


نظرد بية التحليل ' تناع معلا 02 )لس ممتتروءع12 
يمكن كتابة المجموعة 8, للحالات العائدة .لمتسلسلة ماركوف على شكل اتحاد 
من الفئات التباد لية غير المشتركة 
: لاع0 نا...نأاون) )012 جح ىر 
حيث ان كل فئة ,60 إما () فئة متعادلة مغلقة (1) فئة غير معاودة مغلقة (ئ1ة) او 
فئة غير معاودة غيرمغلقة . لاتوجد لمتسلسلة ماركون المحد ود فئات تباد لية غير معاودة مغلقة 
نلخص في الجد ول .6.2 ما جاء اعلاه 


جدول .6.2 تبويب الفئات التبادلية 


بما انه يمكن فصل فئة 0 التباد لية المغلقة من متسلسلة ماركوف ومعالجتها كمتسلسلة 
لماركوف بنفسها ٠‏ يتبين ان لدراسة الخواص المقاربة لمتسلسلة ماركوف تحتاج ان ندرس 
الخواص المقاربة لمتسلسلة ماركوف عند ما توجد فئة تباد لية مغلقة واحدة فقط ( والتى تكون 
معاودة اوغير معاودة ) وان جميع الفئات التباد لية الاخرى عبارة عن فئات غير معاودة 


البرهان للنظرية : 358 
نبرهن ان الفئة التباد لية المعاودة تكون مغلقة وذ لك بائبات ما يلى : 
(لءة) اذاكانت 1ع ومزر > فان احيععلر رجام 
بعبارة ثانية . ان الحالات إلوحيدة التي يمكن الوصول اليها من الحالة المحاودة 
هى الحالات التى تتبادل مع الحالة المعاودة . لكي نبرهن المعادلة 3.24 نتحقق من 
ان لاي حالة م ولكل عدد صحيح « 
م97 ا ل ع7 


1-4 0 202001 9 5.5) 


يختفي المجموع الثاني في المعادلة 5.5 للحالة المعاودة م وهكذا فان لكل 
عدد صحيح , ولكل حالة + 


(5.6) ل -]) (م)ريم ع0 


اذا امكن الوصول الىثر من م فسيوجد عدد صحيح :د بحيث 0 < (/2:.:)08 
افرض ان رع 2 7 ح رفي المعاد لة 6 نحصل على 1 ع برو اذن 1ح برل 
لانه من المعادلة 4.22 نحصل على 
6.7 موطتتاعه مط ابر ح يورو : لذا كانت ١‏ معاودة 

لكي نبرهن ان الفئة التباد لية المغلقة غير المعاودة تكون غير محد ودة نلاحظ اولا من 
المعادلة 4.22 ان لكل حالة3 . “ 

58) 0 - ورعاذا كانت ظ! غير معاودة 


بعبارة اخرى . اذاكانت حالة :م غير معاودة . فان عدد مرات المرور بالحالة :م 
سيكون عدداً محد وداً فقط وباحتمال يساوي ١‏ اذا ابتد أت في اية حالة نر ونتيبجة 
لذلك . اذاكانت © فئة تباد لية غيرمعاودة مغلقة فان 0 يجب ان تحتوي على عد د غير 
محد ود من الحالات لانه باحتمال 1 تبقى المتسلسلة عد داً محد وداً من الخطوات فقط في 
اية مجموعة محد ودة من الحالات غير المعاودة . وهوالمطلوب اثياته . ' 

المشكلة المهمة جداً ايجاد معيار لكون الفئة التباد لية معاودة اوغيرمعاودة . نجد المعيار 

2 1 


الاتى مفيد ا جداً . 


6م2وي > 


نظرية 50 

نفرض ان ع عبارة عن فئة تباد لية مغلقة من الحالات وافرض ان م عبارة عن 
محددة في ) . تكون 0 معاودة اذا كانت لكل حالة ر في 0 بحيث 
((5.9) ) 1ح هررم والعكس صحيح 


االبرهات : 
اذا كانت م معاودة فان باستخدام المعادلة .5.4. تتحقق صحة العادلة 5.9 . 
وبالعكس نستطيع التحقق مما يلي : 
(5.10) روك وبر يم ييه 1 
دو 


نحصل من المعاد لتين 5.9 عل 
5.11 الل بم ديية ع1 
ع كور 

وهو المطلوب اثباته 
الحالات الاساسية وغير الاساسية : 

تكون الحالة / اساسية اذا تبادلت مع كل حالة يمكن الوصول اليها من (نكتب 
ذلك بالرموز تر يم يعنى (ر جيم ) اما ماعدا ذلك فستكون غير اساسية . 
يمكننا الان اعادة صياقغة المعادلة 5.4 : تكون الحالة المعاودة اساسية . من هذا يتبين 
ان الحالة غير الاساسية تكون غير معاودة . يجب ان نلاحظ ان الحالة الاساسية قد تكون 
معاودة . نعتبر: في المثال 68 متسلسلة ماركوف حيث تكون كل حالة اساسية ( لان جميع 
ازواج الحالات تبادلية ) وان كل حالة تكون غير معاودة  .‏ 6 ,درة 


المكملات : 
4 - متبايئة لاحتمالات العبور الأول . اثبت ان لأية حالة 1,ز, يا ٠‏ في متسلسلة 
ماركوف «افل ورخل جح بزع[ 


تلميح . نفرض ان 1:.:.6 عبارة عن احتمال الابتداء في : ثم العبورالى ر في 


زمن ما ومن ثم الى 4 في زمن لاحق . اثبت ان 
' مما ل ول حت و زول جح وول 


ذف 


8 برهن اذاكانت :م , ,5 حالتين, تباد ليتين معاودتين فان لاي حالة ‏ تر 
عونا ذل 7 ذل 
تلميح : استخدم المكملة .54 
0 معيار للعودة : 
انبت ان الفئة التباد لية 0 غير معاودة (معاودة) ان وجدت حالة م في )حيث 
.(ه )م > (ناريم 2 والعكس صحيح 


0 المشيات العشوائية المعاودة وغير المعاودة : 
تأمل المشية العشوائية ذات البعد الواحد بالاعداد الصحيحة ٠١‏ 
الا لوا كه م-1عو 
ثبت ان لكل عدد صحيح :” 


20, ع‎ 1, 2 ٠ 


2 0 > (27)و ,م 
و'عمنائةة ‏ لاثبات ان : 
مشقيي 2 
> 7 
ليا 4 
0 -- (««2)ومم 
00 


استخد م صيغة سترلنك 


ونتيجة لذ لك فان 
لخدم كذ » > (#ورم 30 


+-<م غ1[ م ع 2-6 


استخد م المكملة :30 لثتبت ان العودة الى اية حالة يكون اكيدة في حالة المشية 
العشوائية المتناظرة ‏ (2 -م) وغيراكيدة في حالة المشية العشوائية غير المتناظرة . 


برج نفرض ان بز يمثل متغيراً عشوائياً قيمة الممكنة هي الاعداد الصحيحة 1,٠٠٠:‏ + ,0 


93 مسيم 5 :1ط ,لدم مط 0< [مع قاط ديم 
« > [[#اام نفرض ان ... ,و ,ري عبارة عن تتابع ' 


افترض ان 
“من المتغيرات العشوائية المستقلة المتماثلة التوزيع كالمتغير / نفرض عندها ٠,‏ 
ان م +...+وت جر ,1 يمثل المجموع النوني المتعاقب . ان التتابع 

000 ,1 -« ,5 عبارة عن متسلسلة ماركوف. () صف مصفوفة احتمالها 


الانتقالي 1 


> 1, 


فنناا 


(1) اثبت ان متسلسلة ماركوف 2 001-,4)8,,8-1,2 معاودة اذاكان 


در والعكس صحيح 
6-6 العبور الاول واحتمالات الابادة : 
توجد اربع حاللات يجب معرفتها كما مبينة في الجد ول .0.3 وذلك من اجل تحديد 
الاحتمسال 77,4 ( ان متسلسلة ماركوف البتدئة عند ز :تستمر بالتأكيدفي 1 ). 
جدول .6.3 اساليب تحديد العبور الاول 


3 


معاودة 


1 0-ىرم, ماعدا ذلك 
تحقق نظاماً من المعادلات الخطية المعطاة 
فى النظرية 


يتبين في هذا البند كيفية تحديد احتمال العبورالاولك 8«.رر حيث 3 غيرمعاودة 
وان معاودة . كحل لنظام خطي من المعادلات المحتوية على مثل احتمالات العبور الاول 
هذه . 

اذا اعطيت متسلسلة ماركوف فاننا سنفرض ان 5, تمثل مجموعة جميع الحاللات وان 
7 تمثل مجموعة الحالات اللامعاودة . يأتي استخدام 7 ليمثل مجموعة الحالات 
اللامعاودة من الاصطلاح المستخدم من قبل الاحتمالين الذين يسمون 590 اللامعاودة 
بالانتقالية . 


لليف 


نظرية : 64 8 

اذاكانت # حالة معاودة فان مجموعة احتمالات العبور الاوك 27+ 3 د.ة/] 
سنحقق نظام المعادلاات 
(6.1) 3 3 مره يله ره ب خمرة 
حيث ) تمثل مجموعة جميع الحالات التي تتبادل مع ./ 
البرهان : 
م تمثل مجموعة حالات متسلسلة ماركوف كماسبق . نحقق بسهولة مايلي : 

و |1 را]ط [1 ع ركة | 0 < (م) 20 بل حير1 
اذن 

بره به تيوك 
يبر اذاكان + ينتمي الى 0 وان 0 ح ع.ر اذاكان 2 لاينتمي الى © ولا الى "17 
فر علوي اثباته . 
ملاحظة : 
اذاكانت :ا ٠٠‏ و عبارة عن حالتين معاودتين تبادلتين فان لكل حالة 0 
مو أ نت يعارل 
يمكن برهنة هذه الملاحظة اما باستخدام المعادلة 6.1 اوباستخدام المكملة 54 

نتيجة لذلك يمكننا تعريف الاحتمال 7.68 ليساوي .,, لاية حالة / تعود الى 


0 حيث عبارة عن احتمال ابادة ( انتهاء ) متسلسلة ماركوف المبتدئة في الحالة 
نهائياً في الصف المعاود 0 سنكتب بعد ذلك المعادلة 6.1 كما في الشكل الاتي : 
(6.1) اه 5 ل +16 ار 


تكون النظرية 64 وسيلة مفيدة في إيجاد احتمالات العبور الاو يجب ان 
نثبت ان لنظام المعادلات 6.11 حلاً وحيداً . نعيد كتابة المعادلة 6.1 كمايلي 
اذا عرفنا ان 2 | عن شديال 
لكف 
م/14 العمليات التصاد فية 8 


6.2 «*2 6 3 روط علولا ,رو 2 2 


لاحظ ان معادلة 6.2عبارة عن نظام معادلات للمتغيرات (7> ز,زما' غير 
متجانس وان :.:م ”. :ا عبارة عن كميات ثابتة معلومة . ان الشرط اللازموالضروري 
لوجود حل محدود وحيد (7 010:36 لنظام المعادلات 0.2 غيرالمتجانس هو 
ان لنظام المعاد لات المتجانسة 
)6.3 "1 اورم 8-2 
16 


حلاً محد وداً يساوي صفراً فقط 
2-0 لجميع قيم زر العائدة ولا 


نفرض ان عارة سح ررم ح وريه لكي نبرهن العلاقة اد ناه . لكي نفرض 
المشكلة بصورة سهلة افرض ان تتكون من حالتين فقط (1,2) - 7 


إذن ستكتب المعاد لة 6.3 كمايلي : 


ش 0ح وم يرع عل رطا برج 
) 0.3) 0 > ود ووم ل 01 0621 


بينما يمكن كتابة المعاد له 6.2 كمايلي : 
ع يديره لل ره ررم 
6.27 .وا ع وه يون حل رط روه 
افترض وجود حلين ( محد ودين ) (وضره) .لوكين للمعاد لة 60.2 
ان الحل( المحدود ) (لي: -. د" ,'ره --1) عبارة عن حل للمعاد لة “03 لاجل ان 
يكون الحلان ( المحدودان ) (#”,") * (”,6م) للمعادلة. '1.2 متمائلين فان 
الحل ( المحدود ) للمعادلة '3.ن ل لا 2 
الشرط اللازم والضروري . 


من الممكن اعطاء م معنى احتمالي حول شرعية المعادلة . عرف مايلي عنددما 
تنتمي 7 الى 7 . 


(6.4) [لت مكة |« اله مم1 3 م1 معدماوط ,مت]ط د رن 


5 "4 


بعيارة اخرى 1 عبارة عن احثمال بقاء منسلسلة ماركوف في مجموعة للحالإات 
غير المعاودة الى الابد . اذا ابتد أت المتسلسلة في الحالة اللامعاودة 7 . من السهولة 
اثبات ان (767بري؛ تحقق المعادلة 


(0.5) و17 6 3 لا 21.6 2 0 
اذا كانت 4 عبارة عن حادئة بحيث اد تاتمى الى "1 لجميع قيم رفكت 


ا ا ةر لكف 


ننبت بعد ذلك ان 01.7677 عبارة عن الحل الاعظم للمعادلة ( 6.5 ) 
د محد ود ١‏ بالقيمة 1 نكتب ذلك 1 > إرم| : ررم رْ حرم 
لجميع قيم 7 العائدة الى 7 وهذا يعني 4 
)0.0 رب ٠‏ /0”! الجميع قيم ز العائدة الى 47 


برهان المعاد له 0.20.2:: - 


نعرفا - إ[ر عو 7 07 كا ح زمار عندما 002.20[ حار تنتمي ار 
الى 7 


بالامكان تحقيق برغا حد رلا 


نبرهن الان المعادلة 0.:/ من خلال برهنة ان 
(00.7 (نارنا > ار ١‏ عند ما ار ,1 عدار 


برهن معادلة 00.7 بالاستنتاج الرياضي - ان 
1211-2 تنتمي الى اراد د راارن 
ا ١‏ - | :"ررم ب2]|< ررك 
افترض بعد ذلك تحقيق صحة المعادلة 67 لقيم # ان 
| زه | > إنض.يص | < :اه ي2 < («)ءن رم بق - زا )رلا 


وهوالمطلوب اثباته للمعادلة 0.7 وللمعادلة 0.0 . نحصل من المعاد لتين 0.5 ٠‏ 0.() 
على النظرية الاتية : 


لكا 


نظرية 68 


لكي يكون لنظام المعادلات المتجانسة 6.3 حل محد ود هوالحل الذي يساوي صفراً 
' فانه من اللازم والضروري 


(6.8) 2-0 لجميع قيم زر العائدة الى 17 


ملاحظة : 


تتحقق صحة المعادلة ( 6.8 ) في حالة متسلسلةماركوف المحدودة لان المرور 
بالمجموعة المحد ودة من الحالات اللامعاودة يكون عبارة عن عدد محدود من المرات . 
وهكذا فان احتمالات العبور الاول لمتسلسلة ماركوف المحدودة ‏ 27 ررري/) 
عبارة عن الحل المحد د الوحيد لنظام المعادلات 6.1 . 


يقال ان حالة م عبارة عن حالة ابادة 
اذاكان 1 يريم بحيث تبقي المتسلسلة الى الابد عند مرورها بالحالة 7 من الواضح 
لحالات الابادة ان تكون حالات معاودة عند ما تكون م حالة ابادة فان احتمال العبور 
الأول عور سيطلق عليه باحتمال الابادة في للمتسلسلة المبتدئة عند ز . نحصل 
على الصيغة الانية من النظرية 4 ٠.‏ 


نظام لمعاد لات احتمالات الابادة : 


اذاكانت 5 عبارقعن فضاء حالة لمتسلسلة ماركوف و . عبارة عن حالة ابادة فان 
مجموعة احتمالات الابادة ‏ (ى » 217.3 تحقق نظام المعادللات 


)6.9 365 0 2 2 5 ا 
وفقا للشروط 
6.90( 0-0 اذا كانت نت عه 


"4 


مثال ا 

احتمالات الابادةفي المشيات العشوائية (مشكلة خسارة المقامر) : سد 
3 1 

المشبة العشوائية عبارة عن متسلسلة ماركوف 0,1,0 ع ةا في 
فضاء حالة يتكون من الاعد اد الصحيحة ( مجموعة نقاط ذات «» بعد في فضماء 
يركليدن ) بالخاصية الاتية : اذاكان النظام في حالة معلومة م فان انتقال النظام في مرحلة 
واحدة اما ان يبقى عند :م اوينتقل الى احد الحالات المجاورة الى / ( بعبارة اخرى 
ينتقل النظام الى اقرب نقطة مجاورة ) . 


للمشبات العشوائية في حالة الفضاء )0 ,10,1 مصفوفة احتمال انتقالي 


(6.10) :00 2 لخم 


هد وه ع هعانق حو ال بطري و رط ك8 806 


ول واف ود ها ع واو ايع ووه دع 8 


حيث 7 :28 1 ,0 م عبارة من اعداد حقيقية غير سالبة 
٠‏ ري ,1 ع ن] :101 بحيث 1 حدر لايم ده ,1 ح ونه 70 


تطور مفهوم المشبة العشوائية من خلال اعتبار الموقع المتغير العشوائي ,د لجزيئة 
تتحرك على خط مستقيم بشكل معين في الزن « بحيث تستق رالجزيئة في نفس مكانها 
اوتتحرك خطوة الى اليمين اوخطوة الى اليسار. للمشبات العشوائية اهمية معينة وخصوصا 
في تقريب العمليات الفيزيائية المتعلقة بانتشار الجزيئات . نستفيد من المشبات العشوائية 
في تكوين نماذج تحليلية في المفاعلات النووية . يهمنا في دراسة مثل هذه المشاكل 
تتبع حركة جزيئة ( مثل النيترون ) تنجز مشبة عشوائية داخل حاوية ذات جدران مصنوعة 
من معدن يمتص النيترونات مثل الكاد ميوم . تتوقف المشبة العشوائية حال ملامسة النيترون 
لاحد سطوح الحاوية . 
نستطيع تمثيل ثروة اللاعب الذي يقوم بسلسلة من المراهنات على شكل مشبة عشوائية 
تأمل وجود شخص ( يسمى ببتر) يلعب مع مقامر غني جد ( مثل مقامرة كازينو) 
نفترض احتمال ربح بيتر لوحدة يساوي اذاكانت ثروته تساوي :/ وان احتمال 
خسارته سيكون +0 وباحتمال :” عدم حدوث تغبير في ثروته . 
وله 


الحالة الخاصة والمهمة فى هذا المجال هوحالة المستقلة المعادة عند ما يكون احتمال 
ربح بيتر بر ان 
(0.11) 00[ ح نم نان1 يمام - ] ع بن رم حد يرع 


نوضح الكميتين م2 ,كما يلي : اذاكانت 9 < 2 فان نتيجة اللعبة ستكون 
من صالح بيتر . تتعادل اللعبة اذا كانت 7-4 اما اذا كانت 40> فان 
اللعبة ستكون بعكس صالح بيتر. اذا كانت المشبة العشوائية تمثل موقع الجزيئة فان 
) < ” تمثل الانحراف الى اليمين لان الجزيئة ستعانى من صدمات من جهة اليسار 
اكثرمن جهة اليمين عندما 1/2 --» - 0 فانه المشبة العشوائية متناظرة . 
توجدعدة_افتراضات حول «7 2701-١‏ ستعتبر الاعتبارين الاتبين : 
(1) المشبة العشوائية وحاجز الابادة عند الصفر ( مشكلة خسارة المقامر) 


(0.12) (0 ع مم ,1 عد روم 
(11) المشبة العشوائية والحاجز العاكس عند الصفر 
(2)6.13 .0 < مم ,0 < م7 


في الحالة () يلعب خصم بيتر للحصول على ثروة من بيتر وتتوقف اللعبة عندما 
تنفذ تروة بيتر . في الحالة (1) يسمح خصم بيتر لبيتران يستمر باللعبة حتى علد 
بقاء ثروته . 
في الحالة (:) نقطة الصفر عبارة عن حالة ابادة . احتمال العبور الاول ( الابادة ) 
تمثل احتمال خسارة بيتر اذا علمت ان ثروته الابتد ائية كانت ثر 
من المعادلة 0.9 فان (...,2 ,1 ,0 > ر,..,/)4 تحقق نظام المعادلات 


-3 وول بره بط حورل 
6.14) . تومل 
نفترض عندما 1 < ير ان 
١‏ 1[ + رع 0< رم) 
ذه كك 
1ج ادن 
ماعدا ذلك ,0 


)6.15( 


5045 


نكتب المعادلة 6.14 كما يلي : 
(8.16] درق ,2 ,1 - 3 مببرك رط ةم ركار# 1و سوط ,4 حورل 
م 0 نظام المعاد لات 0.10 بالتعاقب . بماان رع رم - 1 حدرم 


سسكتب المعادلة 6.10 كما يلي : 


(6.17) 1,20 2ق مل(وبرلت مكار 3-7 0 101 2 
من المعادلة 6.17 نحصل على 
0 
(6.18) او و 2-2 1 1 
- كل 1 حر< م 2006 
:جم - 3 
(6.19) و عرد [ وم 3 0 
عندما 2,٠0.‏ ,1 > في حالة 1,٠.‏ ب - * فان 
10٠ )0.920(‏ - ور )2 > ورور > و, سول 
الان 
(2)6.21) 1 و0 1-0 11 
وهكذ اعند ما ٠٠‏ ,1 ,0 - افان 
١ -)6.29(‏ م بق (1حدور/) 1 - يبيل 


وهكذ! نستطيع تحديد /:.١‏ الى ان نصل الى الكمية النابة غير لمحا ودة 2 
ند رس الان حالة اللعبة التي تتوقف عند وصول ثروة بيت ركمية معلومة ع[ تكتب ذلاك 


بالرموز 
(0.20) وديم اعم ,0 دي و 


ان المشية العشوائية ستكون متسلسلة ماركوف المحد ودة لفضاء الحالة ك2 1,٠٠١,‏ ,0) 
بمصنوفة احتمالانتقالي 


ا 


0م 60 0600.. 0 0 10 
0 0 2600 0 21 71 01 
624 اس 


0 0 0 0 ٠٠٠ ) «1 721 2-1 
0 0 0 0 ٠6 0 0 1 


تحقق احتماللات الابادة ( 0,1,١,‏ 17:3 نظام المعادلات 
(6.25) 2-1 :2,0 ,1 كت لوي بره بل حورم 


1-1 
1 تعر‎ ١ 


بامحاننا ان نثبت صحة العاد له 6.22 عند م1 - عل , ٠‏ 1 0 ح زا نستطيع أيجاد 
فى حالة متسلسلة ماركوف المحد وذة بد ون صعوبة من المعاد لة 32 عند ما1 - تر جح ور 
ومن حقيقة 0-,ج/ نحصل عل 
اير 
مم 2 (1حون7) -1- 


اذن 
2-1 
مم 2 1- 2-1 
(6.26) ات مم 0 1-1 
مم م 


من المعاد لتين 0.26 0.22 نحصل في حالة المشيات العشوائية ذات فضاء الحالة 
1/٠٠١ ,‏ ,0)ومصفوفة الاحتمال الانتقالي 0.24 عللى ان احتمالات الابادة فى 


حالة الصفر تحقق 
1 سر 
(06.27) 1 حر ل حورل 1 
7 


من الممكن الحصول على ..ر فى حالة المشيات العشوائية بفضاء حالة! ٠٠١‏ ,2 ,1 ,0) 
ومصفوفة احتمال انتقالى 10 وذلك بايجاد غاية المعادلة 7 عندما تقترب 
الى ون 


لق 


م 
(6.28) 1 عدو ست كح 1 
م 
0 
اذا كان 
(6.29) 2 
(6.50) ادن 108 احور 3 
اذاكان 1 
(6.31) من 
0 


برهان المعادلة 0.28. الدقيق وفقاً للمعادلة 6.29 خارج نطاق هذا الكتاب . را 
بر ثيق جح ب . راجع 
(1960) عضسط0 من ون نبرهن في المثال نان ان المعادلتين 0م 


0:1 
متكافئتان . 
لاجل معرفة اهمية هذه النتائج . سنعتبر بالتفصيل اللعبة المعادة بحيث نتحق المعادلة 
6.1 ان 
8 4)- 
(6.32) 6 5 


في حالة وجود ثروة كلبة لبيترومناقشة تساوي :8 فانه من المعادلة 0.27 يكون احتمال 
خسارة بيتر اذا علمنا ان ثروته الابتدائية كانت و 


لان 

5 -'(م/و) _ (م/ه) - ا 

 62(‏ وعدم كن رسيي لل سجر 1 هر 

2 (١ 4-27 8 

حيث (/ , 2 رادل 
0 / ( -1 7 - 
(6.38) > و 0 ح "(م/ن) 2 
.7 عدرل زح 

عندما تقترب :7 الى مه نحصل من المعادلة 0.32 على 
(6.34) و<مغ]ئز (4) حمر 


> م 1[ 1[- 


وه 


يجب ملاحظة ان اللمعادلة 6.34 يمكن الحصول عليها من المعادلات 1.28 الى40.31 
بعبارة اخرى يمكن صياغة المعادلة 0.31 كما يلي . اذا كائت اللعبة متساوية او 
ليستمن صالح بيتروكان منافس بيترذا ثروة هائلة فان خسارة بيترستكون بالتأكيد , اما 
اذا كانت اللعبة من صالح بيتر فان منافسه سيخسر اللعبة حتى ولوكانت ثروثه هائلة . 
المقامر في الكازينوسيكون في الموقف الاتي . أن هذا المقامريلعب لعبة ليست من 
صالحه ضد منافس غني جداً يرغب باعادة اللعبة دائماً . بينما للمقامر حرية ترك اللعبة٠‏ 
في أي وقت يشاء . اذا كان عند المقامر نروة ابتدائية تساوي ز قطعة نقود وتكون المراهنة 
لقطعة نقود واحدة في كل مرة وان المراهنة يلعب الى ان يخسر جميع ثروته اوزيادة ثروته 
بمقدار 2 2 قطعة نقود . ان احتمال خسارته 0:/. مبينة فى المعادلة 0.32 حيث 8 
تمثل احتمال ربح المقامر فى كل مرة تعاد اللعبة . 
نلاحظ ان ,ربح المتوقع من الستراتيجية الموصوفة اعلاه سالب حتى ولوكان احتمال 
زيادة ثروته الى :/ موجبوقبل ان يخسر نتيجة اللعبة . ربحه المتوقع © تساوي1 - :7 باحتمال 
.م1 وانها تساوي م ,باحتمال م,رثر .وهكذا فان النتسجة المتوقعة . 
(0.35) ل ل كاك 
والتي ستكون سالبة اذا كان 0 > م 
احتمال خسارة المقامر في مختلف المواقف المثالية مبينة في الجدول 04 


جدول .0.4 نهاية المقامر 


متوسط متوسط النتده ب "احتمال1 2 احتمال الربح في الثروةا الثروة | 


50 . المطلوبة تدائية 
مدة اللعة مخسارة كل مرحلة م 0 0 
9 0 0.1 50 10 9 
11 11- 0.21 4 10 9 
17290208 0.1550 45 100 599 
000 0 0.1 50 100 00 
م 1ك اسك 45 100 50 
008 0-5830 0.053 40 100 20 


ننصح القاريء بمراجعة كتاب ‏ (1957) :0119 ص 315 الى +81 لمعرفسة 
تاثير المراهنات على احتمالات الخسارة . يمكن ان نثبت تناقص ,حتمل الخسارة بزءادة 


"56 


متسلسللات ماركوف المعاودة واللامعاودة التي لايمكن اختزالها : 


تعرف متسلسلة ماركوف بمتسلسلة لايمكن اختزالها ‏ م/20/10 اذاكانت 
جميع ازواج حالات المتسلسلة تباد لية بحيث تتكون المتسلسلة من فئة تباد لية واحدة 
فقط . نستطيع دراسة الفئة التباد لية المغلقة وكانها متسلسلة ماركوف غير المختزلة . تعرف 
المتسلسلة غير المختزلة بانها معاودة ( اولامعاودة ) اذاكانت كل حالة في المتسلسلة معاودة 
( اولامعاودة ) - 


نستخد م النظرية 01١‏ للحصول على معيار لمعاودة اوغير معاودة متسلسلة ماركوف 
غير المختزلة . 


نظرية 60 
تكون متسلسلة ماركوف غير المختزلة ذات فضاء حالة 0 غير معاودة اذا وجدت 

حالة / تنتمى الي 0 بحيث يكون لنظام المعاد لات 
1 > و لح لجميع حالاات 2 2 - 
#*ة جالات 


حلاً محدوداً 0 لابساوي صفراً بالتمائل . 


البرهان : 

نفترض من اجل تسهيل عملية الكتابة ان حالات 0 هى ‏ (10,1,2,0.00 
وان الحالة الني تم اختيارها هي الحالة 0 -ح/ من النظرية 50 تكون معاودة اذا 
كانت 1 > ىر , ....,2 ,1 ح زر والعكس صحيح . تأمل الان متسلسلة جديده 


لل 


لماركوف ولتكن “0 بنفس فضاء حالة/...,0,1)وان العلاقة بين مصفوفة الاحتمال الانتقالي 


ود 0 0 1 '*٠٠‏ 20,2 20,1 20,06 
مم ل لت لا 000إصيص ا فت لاك 0000| سجر 
' ع 4 ا ف 1 * +ع و2 22:1 2-0 


بعبارة اخرى . يتم تحويرمتسلسلة ماركوف الاصلية الى متسلسلة جد يدة يكون الصفر 
حالة ابادة وتكون بقية الحاللات «+:---,2 ,11 غيرمعادة لاننا افترضنا عدم امكانية 


كنا 


افترضنا عد م امكانية اختزال المتسلسلة الاصلية . فضلاً عن ذلك ون تمثل احتمال 
الابادة في صفر البادئة في ,رّ ان ..رر -1 عبارة عن احتمال بقاء المتسلسلة م بصورة 
غير محد ودة بين الحالات اللامعاودة (---,1,2) البادئة في 2 من النظرية 613 
يكون الشرط اللازم والضروري لكون 0 < ,./, - 1 هووجود حل محد ود للمعادلة 
6 وان هذا لحل لايساوي صفراً بالتمائل . من جانب ثان تكون المتسلسلة الاصلية: 


© غير معاودة اذا كانت 0 < م,,/ -1 لبعض قيم آي والعكس صحخيح وهو المطلوب 
اثباته . 
مثال 618 
المشيات العشوائية المعاودة واللامعاودة : 
ممم ل 002555553 
تأمل المشية العشوائية العامة ذات فضاء الحالة 2,0--٠[‏ ,10,1 ومصفوفة 
الاحتمال الانتقالي 6.10 التي تحقق المعادلتين 6.13 ٠‏ 6.15 بحيث لاتوجد حالة 


ابادة . ان المشية العشوائية ستكون عبارة عن متسلسلة غير مختزلة من النظرية ©6 تكون 
المشية العشوائية غير معاودة اذا كان لنظام المعاد لات 


20١ )6.38(‏ ,1 ح قزل وروص رق حون 


حل محدود لايساوي صفرا بالتمائل والعكس صحيح . نكتب المعادلة 6.38 على ضوء 
المعادلة 6.15 على الشكل الاتي : 
و وم عل وين ني" د رن 


(6.39) 3*0 ,2 > و ربيرة رج مل روز" حل رن رو رن 


نستخد م “0.39 لكتابة المعاد لة الثانية على الشكل الاتي : 
(0.40) 0٠ر3‏ ,2 ع ق ر(درة ع رل)رو - (ره - ربرة) رم 
ونتيجة لذ لك كما في المشية العشوائية 6.22 عندما ... ,2 - فان 


(6.41) : ا ذا + 1)لره يم ح روح يبي 


نحصل من العادلة الاولى في 6.39 على 


(26.42) 01 7 جح إن ساو 


١ 0ل‎ 


نكتب الحل العام 2 1---,8-1,2 ,40 لنظام المعادلات 6.38 باستخدام 
المعاد لتين 41.ن » 6.42 وذلك بدلالة الكمية الثانية غير المحددة 1« 


(6.43) ره 1 عدو 2 ون دين 


حيث مم تعرف بالمعادلة 6.19 . يكون التتابع 210 محدوداً اذا تحقتقت 
صحة المعادلة 6.29 والعكس صحيح . نتيجة لذ لك فان المعادلة 0.29 عبارة عن شرط 
لازم وضروري لكي نكون المشية العشوائية غيرمعاودة . وبنفس الطريقة فان المعاد لة 6.31 
عبارة عن الشرط اللازم:والضروري لكون المشية العشوائية العامة معاودة . 


التماريبين . 
اوجد في التمارين 6.1 الى 6.6 احتمالات الابادة عند الصفر لمتسلسلة ماركورف 
المذكورة في التمرين ذي العلاقة ( اوجد ,.ر ) 
1 تأمل المشية العشوائية عند النقاط (ك ,...,0,1) وان 
1عتيمع-م 24-1 1,2,200-طم 
ز0.5 حدمو عمم 0 
:0.6 ع مو ,0.4 ديم (11) 
.2 دعم ,0.4 ع مم ,0.4 د وم (1ن) 
2 افرض المشية العشوائية عند النقاطد (0,1,.00) حيث 
1عتيرم,1 عم , 2م28 ,م م9 , مدىم 


لقيم الاخرى 2,4,7 كميات ثابتة موجبة حاصل جمعها يساوي 


3 تأمل المشية العشوائية عند النقاط +1)0,1,..0 حيث1 > ,0 < م ديم 

م -1-حغ»؟ عندما2  <‏ وان حيث1 > 5 >0 
ش م>521 (م -8)1 ع يم ر(م -3()1 -1) ح يم 

( تعود هذه المشية الى نظام المراهنات الاتي : اذا كانت ثروة بيتروحدة » 
واحدة وفقدها فانه باحتمال 5 سيستمر بالمراهنة ) . 

4. )تكن , عبارة عن موقع الجزيئة بعد » خطوة حيث تكون حركة الجزيئة بين 
الاعداد الصحيحة «<:10,1,2,2-0-0 سب القواعد الاتية : تتحرك الجزيئة 
في كل خطوة ود نين الى جهة اليمين اووخذة واحدة الى جهة اليسار باحتمالين 
م م - 1على الترتيب اذا وصلت الجزيئة نقطة صفر فانها ستبقى في تلك النقطة . 

١ 


5 تأمل العملية الفرعية المذكورة في المثال 90 نفرض ان .31 عبارة عن حجم الجيل 
النوني 

6 افرض وجود تتابع من الرميات المستقلة لقطعة نقود 5506 باحتمال 7 
نعرف تتابع المتغيرات العشوائية 25,٠٠١‏ ,دك كما بلي : 
عندما ,1 < « فان 8 -,3 أذا كانت نتيجة المحاولة(م ‏ ») كتابة وان نتيجة 
المحاولات(1 + م ين ,(2 +م م م .. صورة . بعبارة اخرى .2 طول عدد 
النجاحات فى زمن المحاولة «. بصورة خاصة 0- ,3 اذا كانت نتيجة المحاولة 

5 كتابة . 
تلميح : ,4 عبارة عن متسلسلة ماركوف بمصفوفة احتمال انتقالي 


7 تأملمتسلسلة ماركوف المعرفة مصفوفة احتمائها الانتقالي مر بدلالة التتابع 

,40:91 كما يلي : عندما 0 ,1ن 2خ فان + جومم 

بين - 1 د ربريم برهن ان متسلسلة ماركوف غير معاودة اذا كان 
© > 1 والعكس جح 
تلميح : استخدم الحقيقة التالية اذا كانت 1 > غ7 > 0 فان 
0 0> نو -]) 1 
اذاكان © -*9 ب2 والعكس صحيح والتي يمكن برهنتها باستخدام التباينة 
11 0 حاب > نو -1) 11 > و4 1-5 
يسنا 


ا(عد يم لبييسفنا 


7 متوسط الابادة : العبور الاول . وازمنة العودة : 


نفرض وجود متسلسلة لماركوف في فضاء حالة 5, ونفرض أن م« تمثل مجموعة 
حالات غير معاودة في المتسلسلة . نحدد الان قانون الاحتمال المتغير العشواى ‏ 27 
الذي يسمى الرمن قبل الابادة +دنة ادر«موراه وجم]مرا عورم والذي يمثل طول المدة 
الزمنية التي تقضيها المتسلسلة بين الحاللات غير المعاودة قبل ابادتها . نوضح ذلك بالرموز 


الا 


)7:1 “)37 بل د 
نرمز للزمن_الى ان تحصل الابادة بالرمز ن#زويكون كما بلي 


(027.2 .7+1 ع قر 
 68(‏ نعرف إرح,؟ | '9]17 +1 ح [ر ع من | 8]17 ح 
بانه متوسط الزن للابادة 


اذا اعطيت ان بداية المتسلسلة كانت في الحالة 1 «نعرف بصورة عامة عندما 
0 حم 


0 [ق حوكة | "لنارة ح دروو 


بان عبارة عن العزم الرائي للزمن الى ان تحصل الابادة 
نعبرعن ر7 بدلالة الاحتمالات الانتقالية : لجميع قيم العائدة الى 1 


)7.5 (22,070 ب2 2+ 1 حدر 
40 2 د 
267 
نعرفٍ ,.رءه لكل حالتين : . ز عائدتين الى سر كما يلي : 
21١ 5 020١‏ 2 - 2 
البرهان : 


نحصل من اللمعادلتين 7.1 . 7.9 على 
3 حت ولة | (م) لاط 2 وك 


نستطيع ببساطة ان نحقق ان . 
:)0(٠ ْ‏ ,21 ل ح [ز حمتة | (م)ء لفائة 
من المناسب ان نحصل على متوسط ازمنة الابادة (7» ز,::17 كحل لنظام المعادلات 


)77 767 7 +61 2 14 حدر 


نبرهن ان :7 تحقق 7.7 اما عن طريق استخدام المعادلة 7,5 
اوالبرهنة على الشكل الاتي 
[ حك | ]2 ررم بل - [وع مك | الال - 
درم (3 + ([ ما | 7] + )ررم بط - 
)7.8 م عر لق 11ح 


يكون متوسط الازمنة الى الابادة محدوداً في حالة متسلسلة ماركوف وان لتظام المعادلاات 

7 حلاً وحيداً . اما في حالة متسلسلة ماركوف ذات العدد غير المحدود من الحالاات 
غير المعاودة فان متوسط الازمنة الى الامتصاص قد يكون محدوداً. . على كل حال ان نثبت 
اذا كانت الازمنة الى الامتصاص محدودة وباحتمال واحد ( أي بالتأكيد عدم وجود 
المتسلسلة بصورة نهائية في "7 فان متوسط ازمنة الابادة عبارة عن حل وحيد لنظام 
المعادلاات ‏ ( 7.272 ١‏ 


مئال 74 
المدة الزمنية للمشيات العشوائية : 


افترض وجود لاعبين هما بيتروخصمه في كل لعبة . يربح بيتر باحتمال 7 نفترض 

ان ثروة بيت رالابتدائية تساوي ,3 وان الثروة الكلية لبيتروخصمه تساوي )7 نفرض ان ,1 
تمثل ثروة بيتر بعد 7 لعبة .ان ! . . .,1 0 > « ,,1) عبارة عن مشبة عشوائية ذات فضاء 
حالة 5 ,...,10,1 ومصفوفة الاحتمال الانتقالي 024 00 
هذه : تكون حالات1--2 ,... ,2 ,1 حالات غيرمعاودة.بينما تكون الحالتين صفرا 
حالتى ابادة . ان المدة الزمنية للابادة تمثل المدة الزمنية للمراهنة .أي 7 عدد مرات 
اعادة اللعبة الى ان يفقد احد اللاعبين ثروته كلها ( نفاذ ثروته ) . متوسط زمن الابادة 

وح ,< | 5]37 رم تمثل متوسطا للمدة 00 للمراهنة اذا علمت ان ثروة بيتر 
الابتدائية تساوي .م متوسط ازمنة الابادة (1 ع , ...,2 ,1 > 3 ,:7) عبارة عن الحل 
الوحيد لنظام المعاد لات 


26-1 


1,٠00, 1-1. 3 09)‏ عق ,ةرررم يم +1 حرو 0 


اذا عرفنا ,0 عدي" ع 700 فانيا باستخد ام المعاد لق 6.24 سكتلب 
المعادلة 7.9 كما يلي : 

710 .1س .0 ,1ح و ردبو رم در رك سرلاة رع + 1 ح زا 
اونكتب المعادلة 7.10 على شكل معاد لة الفرق حتى الدرجة الاولى 

)211 1-1 2 ب1عدق 1ح و4 رو ح- يبر 84 ره 


حيبت 5 
2,٠٠ 7.12(‏ ,1 ع ق روم ع رم ح 14 


نحصل عند حل المعادلة 7.11 تعاقيبا على 


عرو عفة . . . فل غ1 ب ريق 
3 سرط انرص رم 265 


(18.) 
: (سس هو : :ننه + . ف +11 - 
سار * 27-15 22-1 21 


نحصل على ضيغة [( رس من المعاد لتين 7.12 , 7.13 نوضح ذلك في جالة 
المحاولات اللمعادة . عند ما 2-1 2,٠٠٠,‏ ,1 > 7 فان 


4 +. . +4 ]مه (4) سبركة 


مه [9)-الييج) ما 


(7.14 عدم كذ و 1 - 


الان عندما 5-1,2,.20,7 فان 


اا 11 (ج)(1 :6ط كط - 


(2.15 .؟ كام كز لت )جمد - 

اذن نحصل على 22 2,٠٠١,‏ ,1 ع ةا ,0 في المعادلة 7.15 بدلالة الكمية 
الثابتة غير المحد دة 141 . نستخرج ,3 عندما 0 - جم وهكذا اذاكانت ,؟ -م 
فان 


, (ج)( - 106 - رك علي" -ه 


الف العمليات التصاد فية لضن 


بحيث م1(/2 -72) ح ,3# اذا كانت وم . ز الان توسط الزمد 

متو من 

الىالابادة اذا بدات عند ,8 وكما يلى ٠‏ 
4م ك1 


“لوح ع قد 

_ 2 1 #(م/ 1م مد 
اذا اقتربت 2 الى مه في المعادلة 7.16 نحصل على متوسط الزمن للابادة 

عند النقطة صفر في المشبة العشوائية عند النقاط ‏ :(0--10,1,0 


3 
<م غ 
م <4 اي 
27.17 م2 > 069 1 م - 


صياغة مصفوفى معاد لإات متوسط زمن الامتصاص فى حالة متسلسللات 
ماركوف المحدودة : 

متسلسلة ماركوف المحد ودة بفضاء حالة 5, ولتكن ”7 عبارة عن مجموعة حالأت 
غير معاودة . لتككن © عبارة عن المصفوفة 
(7.18) 17> رق رم - © 

الاحتمالات الانتقالية لحالات تنتمي الى 7 الى حالات اخرى تنتمى الى 1 لتكن «رر 

عبارة عن عمود متجه له مركبات 1 » زر ,ره . نكتب نظام المعاد لات 7 على 
شكل مصفوفة 
(7.19) ,7 140 حوور 

حيث 1 عبارة عن عمود متجه كل من مركباته تساوي 1 وان 7 عبارة عن وحده 
المصفوفة . يمكننا اعادة كتابة معادلة 7.19 كما يلي : 


(7.20) 1 يم (1-0) 
نفرض ار 77 عبارة عن نظير المصفوفة ‏ 1-0 

(7.21 -(0 -]) دق 

يمكننا التحقق من وجود نظير للمصفوفة 0©--1 في الحقيقة 

(7.22) 08 ...2 + 0 + 1 د( - 1) 


دم 


لكي نبرهن صحة المعاد لة 9 نبرهن ان المصفوفة المعرفة متوالية محد ودةالتقارب 
ولها خاصية انها اذا ضربت بالمقدار © -7 فحاصل الضرب يكون 1 

يمكن ان نكتب الان المتجه *” لمتوسط ازمنة الامتصاص بدلالة 37 . من المعادلة 
0 ذكتب 


(2223 71 ديجم 

اطلق ( (1960) 1آمدة لصه «زدع مك1 على 2 اسم المصف وفة الاساسية لمتسلسلة 
ماركوف اللمبيدة وائبتنا وجود عد د من الكميات المهمة بالاضافة الى منوسط ازمنة الابادة 
يمكن التعبير عنها بدلالة 3 ( راجع المكملة 78 ) . 


مقال 78 
تأمل المشية العشوائية عند الاعد اد الصحيحة (4 ,8 ,2 ,40,1 ذات مصفوفة 
الاحتمال الانتقالية 
60 0 0 10 
ن 0 م 0 »؟ 
0 م2 0 © 0إاع-م 
م 0 © 0 0 
1 0 0 0 0 
صعط1 
0 جم 0 
ان «إم 0 0-0 
0 © 06 


0 -م- 1 
)1- 1 0 1-0 
1[ ©- 0 
اذا احتسبنا النظر :-(0 - 7) نحصل على 
م_ 2 و + م 
ل سينا 
2 04 
يم هم 2412م 221892 
2 م 
م + 4 9 
7 ل قم 24ج 2 2م 
بصورة خاصة اذا كانت ,2/3 ع م فان 


- 0 -1) لق 


دإ نوي هم 


ب 

1 
اك 
هزي ولت حزن 

8 

إل 
77ح7مدم 
ا«ماه تزه 
تلا 


هلي صلى ون 


ينض 


ازمنة العودة والعبور الاول : 


تأمل متسلسلة ماركوف العاودة التي لايمكن اختزالها مع فضاء حالة 0 . لكل زوج 
هن الحالات ر ,م المنتمية الى 0 فان تتابع احتمالات العبور الاول 2,0٠0(‏ ,1 > 
,():.217 عبارة عن توزيع احتمالي يسمى المتوسط 


27.24 (00) يرو 8ر2 ح ورا 


بمتوسط زمن العبورالاول من الى في حالة ‏ >د [ ويسمى متوسط زمن المعاودة 
للحالة 6 اذاكانت ‏ 8ع ور 
يعتبر متوسط ازمنة العبور الاول (8 > تو رد,:17 اذا اعطيت الحالة الثانية ,:7 
بانه متوسط ازمنة الابادة لمتسلسلة ماركوف الجديدة الناتجة من متسلسلة ماركوف 


الاصلية وذ لك بتكوين : حالة من حالات الابادة (لمعرفة كيفية الحصول على ذلك » 
راجع برهان النظرية 60 ) بصورة دقيقة اذاكانت ١‏ ررم م عبارة عن 
مصفوفة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف الاصلية » تعرف مصفوفة احتمال انتقالي 
جديدة كمايلي : 
#عدزىرة -1 كاز 1ع ريم 
#6 ورط ده كذ 0عدريم 
اية حالة ,رط ## 8 كا روم حدرريم 
ان متسلسلة مازكوف الناتجة تحتوي على حالة ابادة مفردة ,6 بينما جميع الحالات 
الاخرى تكون غير معاودة لانها غيراساسية . ان طبيعة متسلسلة ماركوف الجديدة قبل 
الابادة هي نفس طبيعة متسلسلة ماركوف الاصلية قبل المرور بحالة :, لاول مرة . بصورة 
: خاصة متوسط زمن العبور الاول من ز الى م في متسلسلة ماركوفه الاصلية هو نفس 
متوسط الزمن للابادة في المتسلسلة الجديدة من المعادلة 7.7 نحصل عل النظرية 
التالية : 


نظربة 784 

لتكن 0 عبارة عن متسلسلة ماركوف المعاودة غير المختزلة . لتكن , عبارة عن حالة 
ثابتة تنتمي الى ) . مجموعة متوسط ازمنة العبور الاول (8 74 1:3 تحقق 
نظام المعاد لات الخطية 5 
1١ )7.25(‏ > و ,0:2 وروم بش + 1 ح دز ان للنظام 7.25 حلاً وحيداً . 
ليلل 


هناك طريقتان لحساب متوسط ازمنة المعاودة لمتسلسلة ماركوف المعاودة التي لايمكن 
اختزالها متوسط ازمنة المعاودة يمكن الحصول عليها من متوسط ازمنة العبور الاوك : 
(7.26) و0 6ط روريم لج + 1 دريس 

: كو 
لان 
لص ل 1) عم رز ديعم حد ع1 
يكح و 
الطريقة الثانية موضحة في العاد لة .8.38 

مثال 70 
متوسط ازمنة العبور الاول فة المشية العشوائية : 

تأمل المشبة العشوائية عند الاعداد الصحيحة (...,40,1,2 بمصفوفه 
احتمال انتقالي ( حيث تكون 0 < م (م-9-1) 


هه هه هه 
هه هت دم 


0ه هد © 


07.27( 


و فقا اه انعا م ب امهم 


لمعك له قم ماد وماق 6ه م 


من الواضح ان المتسلسلة الماركوفية ذات مصفوفة الاحتمال الانتقالي م التي 
لايمكن اختزالها ( جميع الحالات تبادلية ) وتكون معاودة اذا كانت م < مي 
والعكس صحيح ( للحصول على البرهان راجع مثال 00 ) للحصول على متوسط ازمنة 
العبور الاول ‏ 2 > ,ير نستخد م معاد له 7.23 


نستطيع الحصول على النتائج بالتحوير المناسب لنتائج المخال 7:1 اعتبر المنبة 
العشوائية عند الاعد اد الصحيحة 50 ,10,1200 بمصفوفة احتمال انتقالي 


0 0 0 0 0 ب »4 
60 0600 6م 0+ 
ا ا ا 
م 00 »© 0060 060 
1[ 0 0 00 00 


بحيث ستكون 7 عبارة عن حالة ابادة يمكن اثبات متوسط زمن الابادة: 
من حالة 7 الى حالة 76 لهذه المشبة العشوائية هو 


ا ا 
(7.28) م حها لما )سنج -» 
نستنتج من المعاد لة 7.28 عندما 6# > ر ان متوسط ازمنة العبور الاول:.,ه7 
للمشبة العشوائية 7.27 يكون كما يلي : 
ده يتم-01- )| مج 
(629 20> ط وو ا م /مأ ام م دير 
لايجاد 7*8 عندما 5 < زر نستخدم المعادلة 7.17 نستنتج ان 
م < و اسه 73> م 1 0 
0-0و 
(730) م > و 0سه 13> #8 ]زر م ع- 
نحصل على متوسط ازمنة المعاودة من متوسط الازمنة للعبورالاول وذ للك من المعاد لة 
.0 عند ما ,0 < :/ 
مم7 5 على برا ولح 1ح ريا 


9-2 
)31 رم > و ][ م -> 
بينما 
مر م لطا 1 ح وو 
. 0 
0 
ا لم 
(7.32) وك و1 ١‏ و 


الحالات المعاودة الخالية والموجبة : 
تكون للحالة المعاودة م/ خاصية عودة منسلسلة ماركوف في النهاية الى امن 


الممكن ان يكون متوسط 6 غير محد ود . مفلا في المشيات العشوائية 
المتناظرة عند النقاط (-..,1,2 ,120 تكون + جميع الحالات تباد لية . 


نعرف الحالة المعاودة :1 000 ن العودة ؛..: محد وا 
ونعرف الحالة المعاودة :ل بالحالة الخالية اذاكان متوسط زمن العودة غير محد ود . 


فى 


مثال 712 
المشيات العشوائية المعاودة الموجبة : 

تكون المشية العشوائية المبينة مصفوفة احتمالها الانتقالي في المعادلة 7.27 معاودة 
اذاكانت 2 <2494 والعكس صحيح . وهكذا ستكون معاودة موجبة اذا كانت 

2 <ه؟ والعكس صحيح . 

نوضح فى البند القادم ان الحالة المعادة الموجبة تكون لها خاصية الفئة بالمعنى الاتي 
اذا كانت 0 فئة تبادلية للحالات المعاودة فان جميع الحالات فى 0 تكون موجبة او 
جميع الحاللات فى 0 تكون خالية . 

تعرف متسلسلة ماركوف غير المختزلة بالمتسلسلة المعاودة الموجبة اذا كانت جميع 
حالاتها موجبة معاودة . يعرف معظم الكتاب متسلسلة ماركوف المعاودة الموجبة غير 
المختزلة بالمتسلسلة الماركوفية الارجودكية - 290/1 


دوال الخاصية والعزوم العالية للزمن الى الأبادة : 
لكي نحصل على تباين وعزوم عليا للزمن :8 الى الابادة لمتسلسلة ماركوف فاننا 
نحصل على مجموعة معاد لات خطية تحققها هذه العزومد الة الخاصيةالشرطية للزمن 
الى الابادة ٠.‏ اذا علمت ان المتسلسلة الماركوفية قد بدات فى حالة ,,. غير المعاودة 
تعرف كما يلي ( نفرض ان [-/2 1 ) 
(7.38) 7ع و[ دول | “م]ل ع زارب 
تحقق المعاد لات 
)7.34 هاي ,11 ع (نن)يص) رم 8+ 1ع رتم 


لان 0 
حلا | “مإ ررم رع د لاك 
)عم 


1 رز 80+ "مور رمد 
7م 67م 
باشتقاق المعادلة 7.34 نسبة الى : نحصل على 
(7.835 )أرب مز#2 رق - (()رب 2 (0) لري “لع 


نحصل عندما 0 ,: في المعاد لة ,7.83 عل 


21 زم 12 1 ر 77 
والتي تؤدي للحصول على المعادلة ‏ .7.7 
نشتق المعادلة 7.85 نسبة الى » فنحصل على 
 )7.36(‏ .(م ارم 2 - ((ارم - (0) "رب 24 - (ن) "ثري دق 


٠‏ نفرض ( ع » في المعاد له 6 فتحصل على نظام من المعاد لات الخطية بعزوم 
ثانية 0ر0 للزمن الى ان تحصل الابادة 
07.37 “7 > رياه يروم رق +1 س2 ح ريو 

ا 


بنفس طريقة اشتقاق العادلة 7.25 من المعادلة 7.7 يمكن ان نستخرج مسن 
المعاد لة 7.37 نظاماً من المعاد لات الخطية بعزوم ثانية 


(7.38 (0) و1 او رمح يرن 
لازمنة العبور الاول لمتسلسلة ماركوف المعاودة التى لا يمككن اختزالها : 
(27.89) أ و7711 ور 2 سك 1 سا يرو2770 ح لمر 710 


المكملات : 

4 استعمالات المصفوفة الاساسية لتسلسلة الابادة المحدودة . 
اعتبر متسلسلة ماركون المحد ودة . ولتكن 7 عبارة عن مجموعة الحالات اللامعاودة 
افترض ان جميع الحالات المعاودة تكون حالات ابادة. ان مصفوفة الاحتمال الانتقالي مر 

يمكن ان نكتب كما بلي 

)م 

0 2 
حيث ان 0 معرفة بالمعادلة 7 ,7.18 عبارة عن وحدة المصفوفة وان 2 عبارة عن 
مصفوفة الاحتمال الانتقالية («لنكرهها -وم) من الحالات اللامعاودة الى حالاات 
الابادة . لتكن .رم ”م حيث .1 عبارة عن احتمال الابادة من الحالة اللامعادة 


يلقي 


الى الحالة : المعاودة 8 . لتكن (هريم هر حيث © عبارة عن 
العزوم الثاني لزمن الابادة من الى مجموعة الحالات المعاودة البتان 
277 ع "ل 
.1 )77 ع اير 
المطلوب ايجاد 7 و © لمصفوفة الاحتمال الانتقالي المبينة في المثال 78 
8 - 8 مجموعة حالات متسلسلة ماركوف . 7 مجموعة الحالات اللامعاودة في 
المتسلسلة لتكن (مء ,رمع مجموعة من الكمياتالثابتة المعلومة (7» ز,رسم 
مجموعة من المتغيرات تحقق المعادلات الاتية : 
367 21,6 2 + ول عدره 
ابت ان 


367 رين 
102 


حيث .رد معرفة بالمعادلة .7526 . 


التمارين : 
1 افرض وجود متسلسلة لماركوف كما معرفة في المخال .2.8 
() اوجد متوسط عدد الايام العاطلة فيها الماكنة 
30 اذا كانت كلا الماكنتين في حالة صالحة للعمل في نهابة يوم ما . فما هو متوسط 
عد د الايام قبل اليوم الاول الذي تكون فيه جميع المكائن عاطلة 
البند مام التوزيعات الثابتة والتوزيعات الطويلة الاجل : 


اذا كانت خ حالة غير معاودة فان لاي حالة 3 


)6.1 ,0ع (م)ءومج غا 
لان وه ع و« 
(8.2© .مه > (2)برزم 3 


اما اذا كانت # حالة معاودة فان المشكلة تكون اكثر تعقيداً بصورة عامة للاحتمالات 
الانتقالية 0 3 12 -1 ر(0)مرزص) غاية في متوسط سيسارو معذوه 0 كما مبين 
فى الصيغة ادناه : 


لض 


(8.3) 0-7 1 حت (00) يفط 0 5 


مم غا 0 


.م عبارة عن احتمال 0 من حالة ‏ الى حالة م , ...م عبارة. عن موسط 
زمن عودة 7 اذا كانت ...م غيرغير محدودة فان .ر./1 تساوي صفراً . 


لبرهنة المعاد لة 8.8 يجب ان نبرهن اذا كانت < حالة معاودة فان . 


(8.4) 2.0 ع ()بريع 0 اغا 


78 ممم 


على ضوء المكملة 412 نجد ان المعاد لة 8.8 عبارة عن نتيجة للمعاد لة .8.4. وبنفس الطريقة 
نثبت تحقيق الغاية في المعادلة 8.4 اي ان 


(6©85 2.0000 بذم- 6 مغا. 
زر ا ان المعادلة 8.3 تعني. 
١ '8.6(‏ 5 00 -(بروغا 


نوضح البرهان. التحليلي للمعادلة 8.4 نفس النظرية 411 نذكر الشروط التي تحقق 

المعاد لة 8.5 ادناه .يناقش البرهانيين الاحتماليين للمعاد لتين 8.4 . 8.5 في 0 
6-9 ,10-نغل الترتيب : ندرس نتائجهما في هذا البند تعرف متسلسلة ماركوف ذات 
فضاء الحالة بن بالمتسلسلة ذات التوزيع طويل الاجل اذا وجد توزيع احتمالي (0» ذا ,,.) 
ذو الخاصية التالية : كل من , 8 عائدتان الى 0 فان 

)87 1 م > (تررج غا 


الابتدا: ئي غير المشروط 2 8 ,(0)مج) فان الاحتمال غير المشروط ()2 يقترب 
الى +7 عندما تقترب « الى © . 


(8.8) 20 (02)مإرص (0)رمم روغا - (نمارم غا 


266 - 


)مرج غلا (0)رو رج - 
يقال ان لمتسلسلة ماركوف ذات فضاء الحالة م توزيعاً ثاباً ان وجد توزيع حتمالي 
(0» 8« ذوالخاصية الاتية : لكل م في 0 


11 


)8.9 زم رع رج ديو 
عر 


اما المصطلح التوزيعى الثابت فانه يأتي من الصيغة ( المبينة في المعاد لة 8.28 ) التالية : 
اذا تحققت صحة المعادلة 8.0 فان لكل عدد صحيح |« : 
(8.10) )مزج زه رم -به 


وهكذ! اذا اعتبرنا التوزيع الابتد ائي غير المشروط (860 ,(0),م)21 عبارة عن 

(860 دا فان لكل « , :> > (0)رم 2 . اذن لتسلسلة ماركوف (,0) 
توزيع ثابت غير شرطي اوفي الحقيقة هي عبارة عن عملية تصاد فية ثابنة بصورة تامة . 

تستخد م النتائج الاتية للمعاد لتين 8.1 : 8.3 لكي نحدد الشروط المطلوبة للتوزيعات 
الثابتة . 


نظرية ١م‏ 


لكل متسلسلة ماركوفية غير مختزلة ذات فضاء حالة0 يوجد تتابع ‏ !150/0 
بحيث يكون لكل زر 7١‏ في 0 


(8.11©) م ع («)مزرم 2 0 رذآ 

بعبارة ثانية من المعادلة 8.11 يتقارب التتابع («)..رم في مترسط سيسارو الى 
الحد .> والذدي يكون مستقلاً عن ل 
ملاحظة : ان التتابع 0ع بر الذي يحقق المعادلة 8.7 يحقق المعادلة.11.م 
ايضا . 
ان التتابع الذي يحقق المعادلة 8.11 يكون غير سالب : 
(8.12) 0 < ,م لجميع قيم / العائدة الى ) 

اذا كانت 0 عبارة عن متسلسلة ماركوفية محدودة فان ‏ ؟)» 1 .م>) عبارة 


عن توزيع احتمالي . اي ان 
(8.18) 1 بيه 2 


لاتحقق المعادلة 18.ع بالضرورة اذا كانت 0 غير محدودة بصورة خاصة , 
لاتتحقق المعادلة 8.13 اذا كانت متسلسلة ) غير معاودة لايمكن اختزالها فان 0 - ,م 
لجميع قيم : العائدة الى م . 
قبل ان نحدد الشروط المطلوبة لتحقيق صحة المعادلة 8.13 
نحدد العلاقات المختلفة التي تتحقق بالتتابع 07م ,,ج: الذي يحقق المعادلة.8.11 


نظرية 88 


نفرض ان 0 عبارة عن فضاء حالة لمتسلسلة ماركوف غير المختزلة افرض ان (0 + نل ررم 
عبارة عن تتابع يحقق المعادلة .8.11 ان : 


(8.14) 1 > :> 2 
وان التتابع (860 ,)1 يحقق نظام المعاد لات الخطية 
(8.15) .0 6 18 بعرو« زع 2 دوع 


فضلا عن ذلك : اذا وجدنا تتابع 0 ا ها عند ما 


(8.16) و96 1< | عله | 2 
يحقق نظام المعاد لات الخطية 
(8.17) و0 © ن[ وروم زلا رج ينه 
فان 6 
(8.18©) . ف 2 ح يرنه 
ملاحظة : 


من المعاد لة 8.15 اذا كان لمتسلسلة ماركوف توزيع طويل الاجل فان لها توزيعا ثابناً . 


هن معاد لة 8.18 ان وجد توزيع فان التوزيع الثابت (0 2 ,.4 عبارة عن الحل 
الوحيد لنظام المعادلات 8.15 التي تحقق 


(8.19) 1 -24 ي2 


66م 


علم 


البرهان : 
لسهولة الكتابة نفرض ان فضاء الحالة ) عبارة عن مجموعة من الاعد اد الصحيحة 
من الاعداد الصحبحة 2,٠١(‏ ,1 ,0) نعرف الآن 


(8.20 22 2 ح (20) بروج 
لكي نبرهن المعادلة ‏ 8.14 زلاحظ ان 
(8.21) 1- (خدرم را لجميع قيم .» 


وهكذا باستخد ام نتيجة فاترس تنوه ( راجع ملحق هذا الفصل ) 
نحصل عل 


8 


1٠ )8.22(‏ 2ح (0) بروج 2 غا > (م*برم غا 2 م 


اج 


نبرهن الان المعاد ل.8.15 باستعمال معاد لة جابمان كولموكروف 


(8.23) (21,4018 0 (1 -+ :)روه 
و مكذ ١‏ فان 


(8.24) 2 (00) “,و2 ب > (1)غ وم - - (1 حل 20) “و2 3 3 2 
اذا اخذنا غاية للمعادلة 8.24 عندما تقترب « من © نحصل على 
(8.25) ريم > 2 حت ,2 ((0)*,رم غلبا 2 < ,26 (00) “ره 2 ظ دير 


لكي نبرهن صحة معادلة 8.15 نتبع اسلوب التناقض - اذا لم تتحقق صحسة 
المعاد لت 8.15 فانه من المعادلة 8.25 لقيمة ما ل 


(8.26) 2 271 2 <ع» 


نض 


من المعاد لتين 8.25 , 8.26 عخصل عل 
)8.27( 0 5 55 5 27 2 2 <غ: رم 
0ه 0عير 0ع 1-0 لهسم 
وهذا يستحيل . وهو المطلوب اثياته 8.15 
لكى نبرهن معادلة ,8.18 نبرهن اولاً اذا تحققت صحة المعادلة 8.17 فان 
(8.28) 2,06 ,1 ع-ه 10 (6)يرزم ريه احا 
0د 
لكي نبرهن معاد لة 8.28 تستخد م مبد أ الاستنتاج الرياضي ٠‏ تتحقق صحة المعاد لة 8.28 
عندما 1 > > بالفرض . نثبت بعد ذلك اذا نحققت صحة المعادلة 8.28 للقيمة 1 - ٠,‏ 
فانها ستحقق لقيمة 7 أن 
(1 )عوط حزم رم زنه 2 حت (7) ررم زله و 
0-0 220 2-0 
)1 - انرود رطيلة 2 


له ت (1 30) بز مزق بزل 5-72 
سل 
وهذا هوالمطلوب اثباته . تخصل من المعادلة 8.28 على ٠‏ 
(8.29) 00ر2 ,1 ده عم (م) خيرم له بق ع بلا 


نحصل اذا فرضنا ان 7 تقترب الى في المعاد لة :9 من نظرية التقارب المهيمنة 


على المعاد لة (راجع ملحق هذا الفصل ) . نستطيع الآن أن عمد د الشروط التي تكون 
لمتسلسلة ماركوف توزيعا ثابتا . 


نظرية 80 
افرض أن © عبارة عن حالة الفضاء لمتسلسلة ماركوف غير المختزلة . اذاكانت 6 
محد ودة فان لمتسلسل ماركرف توزيعاً ثابعاً وحيداً . 1 


اذا كانت 0 تتكون من عد د لامحد ود من الحالات فان الشرطين الضروري|واللازم 
لحصول التتابع (0ع8 ,4 الذي يحقق العادلة 8.11 على ' 
6م 


(8.30) 6<.جم لمافي 6 
لاجل وجود توزيع ثابت وحيد لمتسلسلة ماركوف . 


لكي تتحقق صحة المعادلة 8.30 فان الشرطين الشروزي واللازم' لوجود. تتابغ:. 
متقارب بصورة مطلقة [0» ذا ررله) لابساوي صغاً بصورة مدمائة وبحقق المعادلة | 
... اذا تحقق صحة المعادلة 8.50 فان : 


(8.31) 6ه<يحد كل « عائدة الى © 

البرهان 

من النظربة ورج يحقق التتابع ‏ (0» ,رج لكل 8 في ,0 مايلي 
(6.32" . 1 هوق ع1 ١‏ 


من المعاد لتين 8.82 , 8.30 يتبين تين ان التتايع م يحقق العادلة 81 
التتابع المتقارب , (دبه) عرد متمائلة والذي يحقق المعادلة 8.17 ' 
يحقق ايضا المعادلة ,8.18 وهذا يعني نحقيق صحة العادلة 8.30 .لكي برهن 8531 
افرض ان زر عبارة عن حالة في 0 . 


اختر 37 , 34 بحيث يكون 0 < (/2::)3 و 0 < (11)ريم فن المعاد له 5.2 
.0 < (01)رريو مه (لق)ررم < رع ٠‏ 


نظربة 87 
افرض ان بن عبارة عن حالة.فضاء لمتساسلة ماركوف غير المختزلة ان العبارات الاتية 
متساوية المعنى : 
() التسلسلة مارمرس توزيع ثابت 
(ن) م معاودة هو .2 راي ان كل خالة في :0 عبارة. عن 
حالة معاودة ولها متوسط عودة ممعدود ) 71 
(1) وجود تتابع متقارب بصورة مطلقة ,(0» 2 ورج؟ : ٠‏ لايساوي صفراً بالتعائل» 
يحقق المعاد لة .5.17 . 


الور" 


البرهان : 
لكى نبرهن النظرية يكفي ان نبرهن () , (1) .اذا كان لمتسلسلة ماركوف 

توزيع ثابت فان التتايع ١07‏ ,م الذي يحقق المعاد لة 8.11 يحقق معاد لة .8.81 . 
من الواضح ان 0 معاودة » لان 0 .م اذا كانت م غير معاودة . اذا كانت 8 
معاودة فان 

(8.33) سين 

وهكذ|. فان المعادلة 8.31 تعني 
(8.34 0 > 11 لكل 1 الى .0 


وبالعكس . اذا كانت 0 معاودة وان صحة المعادلة 8.34 متحققة » فانه مسن 
المعاد لة 8.33 تتحقق صحة اللمعادلة' 8.31 . 


ملاحظة : 


من النظرية 80 نحصل على برهان للعبارة المذكورة في نهاية البند السابق والتي تنص 
على ان اية حالة تعود لمتسلسلة غير مختزلة ويكون هموجبة معاودة فا ن جميعها ستكون 
موجبة معاودة . اذا علمت ان لبعض قيم : العائدة الى 0 يكون معاودة وان 6 > بينام 
فانه من المعاد لة 8.33 تتحقق صحة العادلة 8.30 . اذن تتحقق صحة المعادلة 8.31 
وايضا من المعاد لة 8.33 نستنتتج تحقيق صحة المعادلة 8.34 . 
نتيجة : 


لسستسدا 


نحصل على متوسط زمن العاودة (0 »ا مر بد لالة الحل (0 6 1 ميمه 
للمعاد لة8.17 كما يل 
(8.35) 5 نمه 8 1 


ماك 
البرهان : 


من المعادلة 8.18 تحصل على .الل ىم ب 1 


لفن 


برهان اخر للمعاد لة ,8.35 والذي ينطبق على متسلسلات ماركوف المحدودة فقط » 
نحصل من النظرية 78 على متوسط زمن العبور الاول 71.8 الذي يحقق 
وروم نلك 1 ع ررم 
2 
ل 37116 جلو 1 ع ير 378.2 22+ 1[ع- 
اضرب طرفى المعاد لة ب؟ر:ه واجمع طرفي المعاد له لجميع قيم [ العائدة الى 0 وكما يل 0 
 )8.36(‏ .روم وله ي2 706.46 حي 00 وروم رج له رج لزنه زج ح برا زلا يع 
26 16 16 2 26 
نحصل من المعاد لتين 8.36 , 8.17 على 


(8.37 000 لد اد ان ظح 
16.2 262 62ر2 


بما إن 1.4 2 محدودة نهائي ( محدود ) في حالة متسلسلة ماركوف المحد ودة 
ويمكن طرحه من طرفي -المعادئة 8.37 اذن سنحصل على المعادلة ,8.35 من المعاد لة 


557 
مثال 84 


المشيات العشوائية المعاودة الموجبة 


المشية العشوائية العامة لحالة الفضاء!. .. ,2 ,1 ,0) ومصفوفة الاحتمال الانتقالي 
لمبينة فى المعاد لة 6.10 عبارة عن متسلسلة ماركوف غير المختزلة . لقد افبتنا ( فى المثال 
00 ) انها تكون غير معاودة اذا تحققت صحة العادلة 0.29 والعكس صحيح . 
للحصول على الشروط التي تكون عند ها موجبة معاودة نحتاج ان نبحث عن الشروط 
التى عندها يوجد حل مطلق متقارب للمعادلة .8,17 
يمكن تنبيت نظام المعاد لات 8.17 في حالة المشيات العشوائية العامة كما يلي : 


01 ويه حل 0" وله حت وبلة 
(8.38 1 < 1081 ب مبرية لكر« نه ل سوم ول ح- ولا 


ككلم 
للف العمليات التصاد فية 


عندما 0< فان :© - وم - 1 حرم , وم - 1 مم إؤن زر نستطيع كتابة هاتيسن 
المعاد لتين كما يلى : 


: ,0 > وم ونه بت 1ن ونه 
(8.39) .1 < 10:1 21-1 1سزلة -- ر0 زلا حت 2 ولا ح- 1ب و0 1بويلة 


لاي 0 < من ن المعاد له 8.39 
/ من على 


(8.40) 21 طلا حت وريز ديزيل 
لان : 
٠‏ 7 20 وله -- 91 1ه ع “8112-6 تسلا -- و0 ولا حت وم وله ح ووو بزله 
الحل العام ( ١ > 0, 1,٠٠١‏ ,ع للمعادلة 8.38 يعطى بالصيغة 
8410 ا 70 
١‏ 1 


حيث ١‏ كمية ثابتة غير معلومة : 
لكى يكون التتابع المعرف بالمعادلة 8.41 متقارباً بصورة مطلقة فان الشرطين الضروري 
واللازم لذلك كما يلي : 


(8.42 01 لتك سا 
م0 01٠٠‏ عم 


ان المعادلة 8.42 عبارة عن الشرط الضروري وواللازم لكون المشية العشوائية العامة 

معاودة موجبة . تتحقق صحة المعاد لة 2 في حالة المشيةالعشوائية للمحاولات المتكررة 

عند ما ,9 2ت 98 ,م > مم اذا - كازت .>2 والعكس صحيح . يعطي التوزيع النابت 
,0ط رع كمايلي : ١‏ 


*(و/مامة _ هه 


(8.43) لللشخل ص ملكي م يرع 
“(و/طاونه 2 1/1 2 
21) 2و ل 
0( 1 


نحصل من العادلتين 8.48 ؛ 38.ع على متوسط زمن المعاودة 


1 3 ل 
(8.44) > 0 11 1 وك لمعيه 


ان الاشتقاق الحالي للمعادلة 8.44 اسهل بكثير من الاشتقاق في المثال السابق ,70.. 


فض 


مصفوفات الاحتمالات الانتقالية التصادفة الثنائية 


نستطيع ان نحدد الحل (60 8 ,ع للمعادلة .8.10 لبعض انواع متسلسللاات 
ماركوف غير المختزلة .بواسطة التحري . 

يطلق على مصفوفة الاحتمال الانتقالي (..رم) > م بانها تصاد فية ثنائية ((ا:»م0 
عأأكقطعهن؟ إن ركان مجموع اي عمود يساوي 1 . 1 


(8.45) 1-يرم رج لجميع قيمع( .م 


ان حل المعادلة 8.15 فى حالة متسلسلة ماركوف غيرالمختزلة ذات مصفوفة الاحتمال 
الانتتفالي التصاد فية الثنائية التي لها فضاء حالة محد ودة وتحتوي على 5 حالة كما يلي : 


(8.46) 0 ظَِ 555 


لكي نبرهن ذلك نحتاج فقطل إننبين ان التوزيع الاحتمالي المعرف بالمعاد لة 8.46 
يحقق المعادلة .8.15 . ١‏ 

وهكذا نحصل على متوسط زمن المعاودة كما يلي 

(8.47) 60 كل حبرا 


مثال : 88 
عند ما تكون مصفوفة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف كما يلي : 
08 0.4 0.3 
03 03 4 حدم 
04 0.3 0.3 
فان لويم احبيم لجميع قيم 1 
.3)ه)ق عللمهعمة لسع 2501 
لكي نوضح الشروط التي عندها تكون لمتسلسلة ماركوف غير المختزلة توزيع طويل 
المد ى ,دماغتاط0156:1 ستحدعده1 نحتاج ان نعرف مفهوم دورة 567100 كل حالة . 
تعرف الدورة ()2 خحالة عائدة 8 لمتسلسلة ماركوف بانها القاسم المشترك الاعظم 
لمجموعة الاعد اد الصحيحة: عند ما 0< ).يم بالرموز : 
(8.48) .0 < (ماريم :15 .6.0.و ع ()0 


إففا 


25 


يقال أن الحالة دورية 6م اذا كان ها دورة - تساوي ] . 


الدورة (0)8 خالة ما عبارةعن اكبرعد د صحيح بحيث يكون لاي عدد صحيح 17 
خاصية الى بن في مرحلة وسيكون بالضرورة مضاعفات (4)8 .من الطبيعي أن نسأل 


السؤال الاتي : 
هل لكل عدد صحيح عند ما تكون مضاعفات (/)» خاصيةكون 0 < (2»,:)2 ؟ 
برهنا في التكملة «<رع 


أن لكل حالة ب يوجد عدد صحيح .)3 بحيث 0 < (0)بروم لكل عد: 
صحيح : من مضباعفات (0)0 واكبر من ,11 . 

وهنا في التكملة ,80 أن لكل حالتين متباد لنين نفس الدورة . وعلى هذا الاساس 
نعرف دورة الصف التبادل بانها الدورة المشتركة بين جميع حالات الصف . 
برهنا في البند ,10-ع النظرية الآآنية : 
نظرية 818 

تتحقق صحة المعادلة 8.5 لكل بن عائدة الى 0 في حالة متسلسلة ماركوف غير 
المختزلة ذات الدورة 1 وذ ات حالة الفضاء 0 . وهككذ | سيوجد تتابع (0 ؟ نا رده 
بحيث تتحقق صحة المعادلة 8.7 لكل حالتين 2 » 5 عائدتين الى © . 

من السهولة أن نضرب مثلا ييين عدم صحة تحقيق المعادلة 8.5 في حالة متسلسلة 
:ماركوف ذات الدورة . افرض وجود متسلسلة ماركوف المتجانسة في حالةفضاء 

(1 ,0) 'ومصفوفة احتمال انتقالي مبينة ادناه 


1 :سم 


لاحظ ان المتسلسلة لايمكن اختزالها وان لكل حالة دورة 2. اضافة الى ذلك 
1 روم اذا كان م عدد زوجي 
0 0س اذا كان ,, عدد فردي 
وان المعادلة 8.5 لاتتحقق صحتهاعندمان عم ان مصفوفة الاحتمال الانتقالية 2 
تصادفية ثنائية بحيث تتحقق صحة المعادلة 8.11 عندما 4ع ,+ عدوم 


4 


باستخد ام النظريات تزع ,80 , .87 نحصل على النظرية المهمة والتي تؤدي دوراً 
مركزيا في تطبيقات متسلسلات ماركوف . 


نظرية "81 


ان لمتسلسلة ماركوف المعاودة الموجبة غيرالمختزلة ذات الدورة 1 توزيعاً وحيداً طويل 
المدى . ان الشرط الضروري, وإللازم لكون متسلسلة ماركوف غير المختزلة ذات الدورة 
:عمتلسك توزيعاً طويل المدى هو وجود التتابع المتقارب (0+:ا ,0 الذي لابساوي 
. صفراً بالتمائل . والذي يحقق المعادلة .8.17 


أن التوزيع طويل المدى ‏ (0ء نا مرج لمتسلسلة ماركوف المعاودة الموجبة غير 
المختزلة ذات الدورة [ هو عبارة عن الحل الوحيد لنظام المعاد لات 8.15 الذي يحقق 
المعاد له .8.13 

توجد عدة طرق لاثبات أن للمتسلساة ماركوف غيز المختزلة دورة تساوي 1 احدى 
الطرق عبارة عن توضيح حالة : التي تكون 0 < ...م مثل هذه الحالة عادة ستكون 
ذات دورة|! , 

الطريقة الاخرى المتاحة لمتسلسلات ماركوف المحدودة هي ايجاد عدد صحيح : 
بحيث يكون 0 < («امرم لكلا الحالتين 1 , م العائد تين الى 0 . 


أن وجد مثل هذا العدد الصحيح فاننا نستطيع أن سب بسرعة المصفوفات 


الاحتمالية الانتقالية ل لل يم ” 

منال 50 

التحول الطبيعي لراتلأطمد امومع 
الع سس ...لكك الا جكك اكات .ساود عض اع و حا 


المشكلة المهمة في الحياة الاجتماعية هي مالي : الى أي حد يؤثر الا عمد ار( الطبقي 
للاب . الجد . .. على الطبقة الاجتماعية للابناء ؟احد الاساليب التي يمكن تحديد 
طبقة الاشخاص هي من خلال مهنهم . اذن نستطيع بعد ذلك أن نجد احتمال الانتماء 
الوظيفي لوظيفة ذات درجة عليا . متوسطة . دنيا اذا علمنا أن وظيفة الاب كانت ذات 
درجة عليا . متوسطة أو دنيا . عند ما ندرس التحول الاجتماعي سنحصل على جدول 
الاحتمالات الشرطية الاتي ( للحصول على: مراجع اخرى ٠‏ راجع زق19] عنصط ). 


فضا 


الدرجة الوظيفية للابنساء 


٠:‏ دنيا متوء سطة عليا 
068 4 48 عليا الدرجة الوظيفية 
07 609 54. متوسطة للاباء 
46 50 011 


ديا 
افترض ان الانتقال بين الطبقات الاجتماعية للاجيال المتعاقبة للعائلة يمكن اعتباره 
2 
انتقالا حسب متسلسلة ماركوف ( ذات الحالات ,3 ,2 ,1 الممثلة على التوالي للدرجة 
العلياوالمنتوسطة و الد نيا ) وان مصفوفة الاحتمال الانتقائي كما بلي : 


08 484 4418 
(8.49) 1 09 م | م 


.011 50 .6 


ان هذه المتسلسلة محدودة : غير مختزلة ٠ذات‏ دورة 1 .اذن لها توزيع طويل 
المدى > 1») وهو عبارة عن الحل الوحيد لنظام المعادلات ( المكتوب عل 
(8.50) ٠7ر1‏ ») عت *1(و رو ررم) 


عندما تكون عبارة عن المصفوفة 8.40 فان 
007 أن 

(8.51) :(ن) - 8 
00 07 


يمكن تفسير المعادلة 8.51 كما بلي : المجتمع الذي يكون التحولا. الطبعسى, 
بين طبقاته عبارة عن متسلسلة ماركوف ذات مصفوفة الاحتمال الانتقالي < المبيئة بالمعادلة 
9 سيتكون بعد عدة اجيال من النسب التالية لكل طبقة من الطبقات : 
5 ا ذرجة عليا 02.1 0 درجة متوسطة30.0 96 درجة دنيا , 


انهينا الان الدراسة المتعلقة بالنظرية الاساسية لمتسلسلات ماركوف المنقطعة المعلم 
يبين الجدول رقم 5.) خلاصة الخطوات المتبعة عند تبويب متسلسلة ماركرف 
غير المختزلة .نلخص في الجدول رقم :.ن الخواص الاساسية للمشيات العشوائية 
العامة .في الجدول رقم 7 نكتب بعض العابير المتاحة لتبويب متسلسلات ماركوف 
غير المختزلة . للحصول على برهان هذه النظربات راجع 
امال ([8 استخد ام هذه المعايير . 
نفك 


(191) )س1 .بوضح 


جدول رقم .6.5 تبويب متسلسلة ماركوف غير المختزلة 


4ك م 
معاودة 1 غير معاودة 
! 
موجية + صفرية 
“كك 000000 
دورة اكبرمن:1 ) ذات دورة»1) 
لها توزيع ثابت لها توزيع طويل المدى 


+1 تكون هذه الخاصية فقط لمتسلسلات ماركوف غير المحد ودة ( اللانهائية ) 
مثال : ررع 

الاحتمالات الثابتة لمتسلسلة ماركوف ذات نظاه الانتظار 0//6/1 

فالوس ره فد باروكز اي ناا ورت رد كود ان الال ا 1 


احدى التطبيقات المهمة لنظرية التوزيعات طويلة المدى والثابتة لمتسلسلات ماركواف 
غيرالمختزلة هى نظرية الانتظار في الصفوك . اعتبر متسلسلة ماركرف ذات نظام الانتظار 


6/1 البينة مصفوفة احتمالها الانتقالي في المثال 213 افرض ان 


210 2 حك 
0-دمم 


عبارة عن متوسط عد د الزبائن الذين يصلون الى النظام خلال زمن خدمة زبون ما . 
يمكن ان نثبت ْ 1 
متوسط زمن الخد مة 
- *'[8]8 (عم 
متوسط زمن وصول الزبون 
جد ول رقم .6.6 خواص المشيات العشوائية العامة لحالة الفضاء 10,1.2,٠0-0(‏ ذات 
مصفوفة احتمال انتقالى تحقق المعادلتين ‏ 6.15 . 6.13 


فضا 


تكون المشية العشوائية اذا كانت .. والعكس صحيح20 يتم برهانها فى 


9 


معاودة ام المخال 68 
غير معاودق كَ 0 6 
غير معاود ا > مم31 المخال 
موجبة معاودة يلين 8 المإإل 84 
معاودة صفرية | ٠‏ .م١5‏ همه «*>2 رم لخال 5 
1 الحتلن 
30000 8 
0 2 820 مي 
احتمالات العبور الاول في الحالة غير المعاودة ( مثال 64 ) : 
ةا -.1-ور 
5 
رس 
2 
> ل سي اح برل 
3 
سانا 
متوسط ازمنة العبور الاول في الحالة عه . 70 


00 14 2ع + 1 ع ,م 
3 - - سم 


1< ط ب 0 ح ير 


> حي ف رج +1 م لد ننه 


ات 


0-0 0 
مور 


1 دوج ادم 


رض 


جدول رقم .7ن بعض معابير تبويب متسلسلات ماركوف غير المختزلة ذات حالة الفضاء 
,0,1,2 


)1( موجبة معاودة اذاكانت 01 2-2 قفون 
لها حل () متقارب مطلق لايساوي 
(2) موجبة معاودة اذا كانت 0 رخ ,1س ته بك زنة 8:1 ي2 
لها حل [:12 غيرسالب يحقق 
> زنة زرو رث والعكس صحيح 9 
)3( غير معاودة اذاكانكت 0 8 لح زلا 201 بع 
لها حل (ن] غير ثابت محد ود حقيقيا 
والعكس ضحي 2 
4) معاودة اذا كانت 0د , لا لان ب2 
لها حل غير محدود حقيقيا :(/1] . 
اي ان م مدن عند ما 0 


دعنا نبرهن ان متسلسلة ماركوف (,01) 


تكون : 


(() معاودة موجبة اذاكانت ,1 > م 
(11) معاودة صفرية اذاكانت 1 عدم 
(111) غير معاودة اذاكانت 1 < م 


اعتبر اولا الحالة الاولى عندما 1 > م.افرض وجود تتابع لح زلا ان 


00 + 2-1 - مره رج -ح رلا رءت ركر 
43 20 


21-1ر 


لز > (م ح ]) ارين ع ملل 1 لاق 


ل 


بالمعيار (1) في الجد ول رقم 7 . ستكون المتسلسلة معاودة اذاكانت 1 > م نحصل 
من الحسابات اعلاه ايضا . اذا كانت1 > معل 


1 1 5 
1 >< من 
م-1 حت اع 


م 2 


خفن 


لان ( افرض ان ((م-1)/ر- ره] 
و60 > زه > عدم و م -0 
من المعيار (2) يتبين لنا ان المتسلسلة معاودة موجبة اذا كانت 1 > ملكي نبرهن ان 


المتسلسلة غير معاودة اذا كانت1<م تستخد م المعيار (3) . افرض ان م رع حيث 
ان 2 عددا يحقق العلاقة1 >0>2 وبجب ان يحدد . عند م01 < #فان 


نه “حك بره ري ح ذلا 2.1 2 
4-0 
ان التتابع أ حد رن يحقق المعاد لات 


ل 00 -ثلانن0 2 


اذا كان 2 يحقق 
(8.52) ع أ يرن 7 ع (4)2 


جم 


باستخد ام .النظرية الاساسية لعمليات النفرع 5 ولمتطءعموعط ‏ نجد ل 
عدد 2 محصورا في الفاصلة1 > > 0 يحقق العادلة 8.52 اذا كانت1 < م. 
نحدد بعد ذلك التوزيع الطويل المدى (1,2,00-0 ,0 >6 ,م4 والذي تكون 
لدقيمة حقيقية عند ما تكون1>م وذلك بايجاد حل لنظام المعاد لات 


0,1٠8‏ ع8 ومع ع ررم رم ب2 
1 
احير 
(8.53) 2,0 ,0,1 دعم جز سير ز ]311 2 ديم وم دير 
عر 
8 س 58 المعاد لات باستد ام الدوال المولدة 5 .8ع ىا 
“2 به بق - )4 ورج 2 - (11)2 
- د 
بعد ضرب طرفى المعاد لة 8.53 بالكمية 2 وجمع الحدود لجميع قيم نحصل على 
ر(مه ح (ع) ل) 3 - زمه و» > (2) 2(11) 1ن 0000 


والتي يمكن ان تحل للحصول على (112 


11 )2( > ٠ لم‎ , 8.5 


لوصا 


تتحدد )لد الة المولدة للتوزيع الطويل المدى بالمعاد لة 8.54 التي تحتوي على العامل 
الثابت 70 
لابجاد قبم ,,- نجد غاية المعادلة .8.34 عندما 2 تقترب الى 1 .عندما 
2+1 فان : 
رم -1-(4/)1 -1 1 1-ج2 
1ه (11)2 ,1ج (4)2 


ب ©شحط1 رب كاده 
2 


اذن 

1-5 
م1 

او 07 سان 


نناقش نماذج الانتظار في الصفوف في البند 7-2 . 


1 


المكملاات 1 


4 افرض متسلسلة لماركوف غير مختزلة © لها عدد لامحدود من الحالات ولها 
مصفوفة احتمال انتقالي ٠‏ تكون تصادفية ثنائية .اي انه لجميع قيم + , فر 
العائدة الى © فان 

2 ززم رو حرم‎ 1٠ 


26 260 


اثبت ان © ليست موجبة معاودة . 
8 ائبت ان متسلسلة ماركوف المحدودة غير المختزلة تكون معاودة موجبية . 


تلميح : اثبت ان .4-1 2 ومن ثم حقق صخ العادلة (ورم . 


م 


0 اثبت ان لكل حالتين متبادلتين نفس الدورة . 


تلميح : اثبت انه يكفي لكي نبرهن اذا كانت ٠+‏ 7 فان ()/ تقسم دل . 
اختر 17 ٠ ١‏ بحيث يكون 0 < (02) ريم (/ااررم .اثبت اذا كان 0 < (ناررم 
فان0 <(, ل بل لاير وزن0 < ل د + /1.).م وهكذا فان 00 تقسم 
ا برس 3 لج بر + را وات 7 تقسم الى ب عندما )< ور رررادت لل تقسم 
1 5 كن عبارة عن القاسم المشترك الاعظم لمجموعة « عند ما 


() < (الارم 


وعم 


2 البتان لكل حالة 1 يوجد عدد صحيح ,]3 بحي ثيكون لجميع قم /1< : 
.0 < ((00 بيع 
وذلك بائبات صحة النتيجة الاتية : 
نتيجة : 
اذا كانت عبارة عن مجموعة من الاعداد الصحيحة الموجبة المختلفة وفقا لقانون 
الجمع وان م عبارة عن القاسم المشترك الاعظم ل 4 فانه يوجد عد د موجب 11 بحيث 
تنتمي الاعداد الصحيحة الموجبة 4:: الى 4 لجميع الاعداد الصحيحة 14 < «« . 


تلميح : كون مجموعة هن الاعداد الصحيحة الموجبة 5 والتي تكون عبارة عن علاقة 
خطية محدودة كما بلي : 
اقوط + ٠٠ ١‏ + ورروط + رصيق *. 


حيث 002 تنتحي الى بك واك عقر ,رز تكون اعداداً صحيحة 
موجبة اوسالبة . ارمزلاصغرعدد صحيح موجب ضمن المجموعة ؟ بالرمز” اثبت ان 
4 عبارة عن القاسم المشترك لجميع الاعداد الصحيحة العائدة الى 4. ( اذا لم تكن 
الحالة كذلك . فهذا يعني وجود عدد صحيح » ينتمي الى 4 وعدد صحيح هوجب 
بحيث يكون 7-17 عد دأ صحيحا موجبا اضغرمن,”7 وهذ ا مستحيل لان 80 - 7 
ينتمي الى.؟: وان 4 اصغر عدد صحيح موجب ضمن المجموعة 5, ) . يمكن الان ان 
نعبر عن / كما يل : 
)1( راتيج ل ٠‏ د لد وززوم عل رورم ح ”4 . 
لبعض الاعداد الصحيحة :”7 العائدة الى ا والاعداد الصحيحة 
الموجبة اوالسالية .,:١٠:,نده‏ 


من ذلك نحصل على ان ”, يساوي القاسم المشترك الاعظم / لجميع عناصر ), 
لانه من المعاد لة 1 كل عد د ”, يقسم جميع الاعد اد الصحيحة العائدة الى ). يقسم ا 
اعد ترتيب حدود المعادلة 1١‏ بحيث تكتب الحدود الموجبة المعامل اولا . بما ان 1. 

. مغلقة وفقا للجمع فان 4 يمكن ان تكتب كما يلي : 
وار دل 

“لاي عددين صحيحين ,3 220 عائدين الى ). . افرض ان ,ر عبارة عن 
عدد صحيح مونب يحقق / 2را) < 17 لاي عدد صحيح /1. < ؛, فان العدد 
ضف 


الصحيح 70 يمكن ان يكتب بالشكل 0 + لاله -4 حيث ع . ( عبارة 
عن عددين غيرسالبين يحققان .2 <», 22 > ة وهكذا سينتمي 04 الى .4 


1 - ائبت اذا كانت ار و متبادلتين واذا كانت 0< رم 6 
0 < ##)ءررم فان (0)8 يقسم | ”م - م | . بعبارة ثانية يمكن الوصول الى حالة ما 
باحتمال موجب عند الازمنة التي تختلف بمضاعفات دورة تلك الحالة فقط . 


285 - تجزئة الصف الدوري غير المختزل الى صفوف جزيئة . البت أن متسلسله 
ماركوف غير المختزلة ذات الدورة ىم يمكن تجزئتها الى #من الصفوف الجزئية المنفصلة 
٠٠١, 0)4 -1(,‏ ,(01© ,(0)0 مرتبة بحيث يمكن الوصول في مرحلة واحدة من الحالة 
© الى الحالة (1 +0 فقط , حيث نفرض أن 1-0 +: اذاكانت 4-1-م 
اثبت عند اعتبارنا لمتسلسلة عند الازمنة 204,٠٠٠,‏ ,4 فقط فاننا سنحصل على متسلسلة 
جد يدة لها مصفوفة احتمال انتقالي ,4م حيث أن كل صف جزئي (00 يكون متسلسلة 
مغلقة ذات دورة 1. 


تلميح اخترحالة رز التي تعود الى 0 . اثبت أن لكل ب عائد إلى 0 يوجد عدد 
صحيح 6م بحيث 4-1 > )>0 وأنث ‏ 0< ميرم تعني 
' © 0مد) (6)” > . افرض أن )0 عبارة عن هجموعة جميع الحاللات / 


7-7  ثيحب‎ 


التمارين : 


تعرف متسلسلة مار رف في التمارين 8.1 الى 8.10 بواسطة حالة الفضاء 5 ومصفوفة 
الاحتمال الانتقالي . 
() اوجد مجموعة الحالات غير المعادة 7 . 
(1) اوجد 17.8 عندما تكون جميع حالات زعائدة الى 8 وأن 8 لاتعودالى 7 . 
(:1) في حالة كون جميع حالات 31 العائدة الى ,7 . اوجد متوسط زمن الانتهاء 
المجموعة الحالات اللمعاودة اذا علمت بابتداء المتسلسلة عند الزمن 2 . 
(1) لجميع حالتي 2 , 8 المعاودة والتي يمكن تباد لها اوجد متوسط زمن العبورالاول.د,,:7 
0 اوجد لجميع حالتى زر  ,‏ العائد تين الى 8 مايلي : 


م 5 ذ3غا 


1س 7 صمو 


ينداف 


ايف 


بل لمم 
الحا لجو . با 121 را لعتا 
3 م 1 53 عا ماساه ه06 9 8 هد 2 27 
ْ«ه ب : ط 2 6 6 إن ”0 
لكي 2 مده د واه سحتاتتحيى حتشييتين 
-0 5 ام داس م ممه هاه هت نرم ناه نه مو مه هن هت كه ١‏ روم ناه 5ه 
0 تاي للد حت حت خم 
لحت ١#‏ 6 صم همه نا اه اح ممما ناه امنود مم ها ها الات ومدانا اه 
َ جك مه ممده م ني 
ما 0-8 م ومنه ممه او مدص مداه ا ومنو مد كه صرت مداه 
0 3 90 رك ع ا ه ومدنه مه اه وممدانا ه اه ومدناه ها اه وودنا هت 
6 ب ُ هاا كه ومدها تن 2 مه و مام جه ومدا ير اماه وصدام جاه و مدت 
3 5 للت7ب77 1 هه الللببلاسْتتتتتي هل ابم يبي 011 
- ل . 2 
تاس 8 ٠ك‏ ه || 0 | 1 | 1 
| 0 3 5 و بم يم بم بم بم 
5< 2 "05 ودام 
3 بن ه 5 بم 
مد 5 00 
4 اي 
بح 
8ك 0 * 8" سه بابياميات هه 
يد م 5 
: 1 0 هه ه ه 5 َي 2« 5 
يه 5 ب 
حالص 2*2 2 ب 506مه5 دوه ف 55 د جم 
1 65 يحص شين ببقم 
فاك م 3 كك لاماهدمممهى ا ى 555590 م605 526862 بيكون 
5 - 
ل ! 2 2 5 ل 5 050 هاه اومووو وان أو وووام اه 
5 م 5 2 م 20 © صبرت .رت 
.0 و 34 5 ته مه جه اله مره وين أن من مو ات 
و 2 2 ات معدم 
١‏ رد ديت 20-7 نين ابي ا ل ف نكي سيم 5 
- 2 لق 58 هه موه 
4 > لله هه هماصام إن © ممده مه ومصام أن نوماي 
2/٠‏ سَ 1 سب ع ب ل _ تت مه وميرب 
للت ا سشسها 
مك 1 4 || - ||| |1 
- بم يم بع !أ 
[: 1 ب8 
وح اد ل ب 8 
3 ف 
5 ف رسن 
ز2 حا 
00 
ل ب 3 


(1) لجميع 


حالتي تر  ,‏ العائد 


تين 
في التمارين 1.ع الى ,8.8 تكون حالة الفضاء 


الى 8 اذكرهل تو 


جد قيمة ( 


40, 1, 2, 8, 4( 


هو 


(#)م روم غا 


2ت 


2 للمتسلسلة احتمالات انتقالية عندما, 0,1٠0‏ -8 كما يلى : 


1+ 1 
> لم2 لسع وب “ميم 
اين () عبارة عن متسلسلة ماركوف لنظام انتظار من نوع 61724/1© وان 
متوسط زمن الخدمة 
<1 
متوسط زمن الوصول 


تلميح : ابحث عن حل يكون بالصيغة ,أيه 6 تت ار 


9 نظررات الغاية لازمنة التواجد 


112111 1111018315 1808 00012411011 5 


التوزيع الثابت (60 ,> المتسلسلة ماركوف المعادة الموجبة غير المختزلة ذات 
حالة الفضاء © يمكن ان يوضح على انه غاية متوسط زمن التواجد في الحالة : خلال 
الانتقالات ” الاولى عندما 7 . بدقة اكثر . 
)09.1 1ح [1-م اعم - :3ط غبا|م 


حيث .../1 - .م لايكون غريبا عندما تتحقق صحة العادلة 9.1 وذلك لان 
الاحتمال ,+ ( وجود المتسلسلة في حالة م ) يمثل التكرار النسبي للمحاولات عند ما 
تكون المتسلسلة في حالة .:) والتي تمثل بالغاية ()+37 (/1) عندما + تقترب الى . 
يجب ان نذكرران المعاد لة9.1 تعنى ان 


(9.2) رع جح (00) بره 0 2 [تحمكا | 2 0 


عندما تقترب « الى حيث عند برهنة المعادلة 9.1 نحصل على البرهان 
الاحتمالي للمعادلة .8.4 


ونم 


لكي نبرهن صحة العادلة 9.1 نعتبر متسلسلة ماركوف الموجبة المعاودة غير المختزلة 
التي تكون في حالة :3 عند الزمن صفر ء واعتبرتتابعاً من المتغيرات العشوائية ٠٠١‏ ,7 ,7 
المعرفة كما يلي : 


عبارة عن زمن العبور الاول من زر الى # ( اى ان ,7 عبارة عن عدد مرات الانتقال 
حتى وصول المتسلسلة الى الحالة « لاول مرة ) 
و زمن العودة الى مز (اى ان :7 عبارة عن عدد مرات انتقال المتسلسلة من وقت وجودها ٠‏ 
في الحالة 8 لاول مرة الى زمن وجودها في حالة 8 للمرة الثانية ) ٠‏ عندما1 < #فان 
7 عبارة عن عدد مرات الانتقال الحاصل عند وجود المتسلسلة في + للمرة(1 - م) 
وحتى المرة م . 
نستطيع ان نعرف التتابع (7) بصيغة اخرى بدلالة ازمئة التواجد ():2 
كما يلى . عندما ,2,000 ,1 >< افرض 
رورم ,ب - أصغركمية في المجموعة 1 < ٠ه‏ بحيث > (37:60 بعبارة اخرى ,77 
عبارة عن عدد مرات انتقال المتسلسلة حتى وجود المتسلسلة فى الحالة 8 للمرة « . 
نطلق ,7آ بزمن الانتظار حتى التواجد في حالة .6 للمرة :« بسهولة نحقق ما يلي 
11-77 
29.4 .2 < « 10 17_77 1 


نطلق على .7 بزمن الوصول بين التواجد (1 -- ©) والتواجد ‏ في 8 


نظرية .94 


يكون تتابع ازمنة الوصول 7,..٠١‏ ,1 لاية متسلسلة من متسلسلات ماركوف 
المعاودة الموجبة غير المختزلة بين التواجد في حالة :7 عبارة عنمتغيرات غشوائية مستقلة . 
ان المتغيرات العشوائية ٠٠٠١‏ ,75 ,7 موزعة بصورة متماثلة بد لالة احتمالات العبور الاول 
ل 1 
(9.,5) ,1 عة )7ح 4 ح بوقامر 


اذا علمت ان التسلسلة عند الحالة 72 عند الزمن صفر. 
(9.0) 10 م )درو ح [1 -3]ط 


فيك 


البرهان : 


تتحقق صحة 9.6 من حقيقة كون 20-3 وان 
موك [وعوظ | سور ,1 عم ج10 1 عدا خا رز حر جزاط ك [) ح ]اط 
لكى نبرهن المعاد لة ,9.5 نلاحظ اولا عندما 2,0٠٠‏ ,7-1 فان 


3 حت بط |11 ح إ[مه 2ت ,ازا ١‏ اح بلاطم 
)0.7( مر د [م عدو | 1 ,1,00 سر كد بسك 1 


وهكذا فان 
5300000100 3 - 17 ]م2 [مه - 1 ١‏ - ]1 2 6 4 - 1+ ]1 
لكي نبرهن استقلالية ل ا" لاي عدد صحيح 1 
ننبت مايلى ( للاعداد الصحيحة تينظ 0) 
.ل - ٠٠],‏ زو -و7]ط 1 -,2]4 د [را 1 ٠٠‏ روا ع و3 رجا - ,1ط 
)29.8 
تساوي الجهة اليسرى من العاد لة 08 مايلي : 
اتنس كت وك ٠٠6‏ بط :4 |ز ٠٠١2],‏ [طا ,1 | وا عع 2]13 [ا ]ل 
من المعادلة 9.7 نحصل عندما ‏ -1,2,0-02-« على 


د .. لطن دحآ | حب حا ]1 د [ا ع-ة , 7-١‏ | لجر تت ]17 
ال الي 
وهو المطلورب اثباته بالنسبة للمعادلة 9.8 


بما ان زمن الانتظار ,71 حتى التواجد ‏ في م يمكن ان يمثل. على شكل 
مجموع : من المتغيرات العشوائية المستقلة .,7 ٠١,‏ ...”7 فان من نظريات الغاية الكلاسيكية 
لنظرية الاحتمال يمكن الحصول على نظريات غاية لتتابع ازمنة الانتظار ‏ (!!1] 


9[١ نظرية‎ 


افرض ان م عبارة عن حالة معاودة بمتوسط زمن عردة محدود ىع . افرض 
ان ر عبارة عن حالة تتبادل مع / . افرض ان !1 معرفة بالمعادلة .9.3 فان 


)9.9 .1 ع |1 د ولق بيج د ولا 1 غا 0 


كايا 


م ؟١؟‏ العمليات التصاد فية 55 


وعلاوة على ذلك ١‏ اذاكان لزمن عودة :ز عزم ثنائي محدود ‏ نيزيمم 
ولذ لك سيكون التباين محدوداً 
(9.10) , 1 2 ل كي 68 


فان 77 سيكون طبيعي ا 8 
610 .يه 69097_ل حير - (م)ة - 1 < سما م غا 


عل, 0 38 نجنا 

لايمكن برهنة المعادلتين 9.9 , .9.11 حيث ان برهانهما يقع خارج نطاق تهذا 
الكتاب . 

ان هذين البرهانين عبارة عن نتائج لقانون الاعداد الكبيرة القرى ونظرية الحد 
المركزية للمجموعات المتعاقبة للمتغيرات العشوائية الموزعة بصورة متمائلة مستقلة . لمناقشة 
النظريات بصورة اوليه راجع كتاب الاحتمالات الحديثة الفصل 10 .للحصول على 
مناقشة متقدمة راجع كتاب (1900) 1.0800 

يمكن الحصول على المعاد ل9.1 من المعادلة 9 وذلك باستخد ام العلاقة الاساسية ٠‏ 
الاتبة بين (1717 وتتابع ازمنة التواجد ((37,)0) 
(9.12) ”7 > (س)ء3 اذاكانت 0 < ,77 والعكس صحيح . 
لاى عد دين صحيحين: ,ره . استخدم تعاريف المفاهيم المتعلقة لكي تبرهن معاد لة 5212 


برهان المعاد له 9.1 : 
افرض ان [2] يمثل اكبر عد د صحيح يساوي اواقل من.م وان تمثل 271 
0 , > 1 ايا 
اذا كانت 14 40 
ا +ء || > (ما م2 
اذا كانت 
له حم للد ع 117 
اذاكانت _- 10 ١‏ 1 
3 | [ ا < 78 السييى يما !أ زر 
كيسان لمكا 
.مكلاح بر 3 1 0 - 
00 [إازة 6 


ليلينق 


اذا كانت 0 < » ,0 < وفان من المعادلة 9.9 نحصل على تحقيق لصحة الصيغة 
اعلاه لجميع قيم :+ التي اكبرمن عدد صحيح ما 37 ( يعتمد على » ,0 < 3) باحتمال 
يزيد عن ى 1 ( راجع الاحتمالات الحديثة ص 6 وهكذا فان لكل0 < »,0 < 6 
سيوجد عدد 23 بحيث 


.6 --1< ا« < مداله ه10 > > ا 000 
4 0 
بنفس الطريقة يمكن اثبات وجود عدد 27 لكل » + ة بحيث 
.1-8 جح 3< مه 2011 >6- < ل - رمعي أ 
1 2 20 
وهو المطلوب اثباته بالنسبة للمعادلة 9.1 . 
' على ضوء المعادلة ,9.1. يكون متوسط زمن التواجد (1/7(37)0) عبارة عن 
تقدير ل + لاجل المناقشات والاسئلة التي تخص الاحصاء ماني لمتسلسللات 
ماركوف . يجب ان نعرف توزيع (27:)0 . 


نظرية 90 


التقارب الطبيعى لازمنة التواجد : 
ساس اس امه 


افرض ان 7 عبارة عن حالة معاودة ذات زمن عودة له متوسط محدود ”7 ٠‏ 
وتباين محد ود *:.مه .انث لكل عدده حقيقي 2 
(09.18) )5 1 0 و ا | 7 طخل 


ل 01) /عب برها اكد 


تدم وو 


تنص المعادلة 9.15 على اف (3)0 يتبع بصورة تقريبية قانون الاحتمال الطبيعي 


بمتوسط . 

(9.14) سلس ١‏ ب [(0), 1 
وتباين 

015 7 50-7 ك0 


يمكنان نثبت ان المعاد لتين 914 . 15 تتحقق صحتهابمعنى ان : 


الحوضا 


: ملت اغا 
(9.16) 0 [(0) 2210 بر 0 


ل اللي 
)60.17 ل [(م)ء ناسو 7 صر 


برهان المعاد ل.9.18من المعادلة 9.12 نحصل على 
(9.18) .إن < متام - زم > (مم لاط 


افرض ان رمم ع قو جح برع وافرض ان 5 


لاه ]ا 
1 0 8 وافك 
حيث + عبارة عن عدد حقيقي الت 
يمكن ان نحقق 
(صت) ةمح يله ب لاتاساج لما ى 
5 (سه) ع ىله ع 5 تو / ولد سمس 


نحصل من حقيقة ان تتابع ازمنة الانتظار (77) تحقق نظرية الحد المركزية 
على ان : 


كه تالس > )0 سسدصن! م غا 
(صه) ردن ىليد (0) نرت ويه مين 


(9.19) .(2)ة ح رن )هم 1د 1 ا عبر غاع- 


همد نو 


نحصل من المعادلتين 9.18 . 9.19 على 8 
(«ت/مة) ح (سه) ةر (/صه) حلم ار ئى - («و/صة) - (مت) عله إدرحم 

2 7 عا 
١‏ 00 5 بور /شورة ا 0 ١‏ 7 ل 4 ١‏ 


| لام كط (م) ا 3 عا إررغا 00 
(00) :27 ى ليه (ئلة) لزن هليه 


م مه روم 


ص ع ريه 


.(ماة ع 


يجب ان نؤكد ان نتائج هذا البند هي حالات خاصة لنظريات غاية عمليات العد 
التعجديدي ( راجع بند 5-8 ). 


1 نا 


نظريات غاية الاحتمالات الانتقالية لتساسلة ماركوف المحدودة 
نثبت في هذا البند ان لكل متسلسلة من متسلسلات ماركوف المعاودة غير المختزلة 

ذات الدورة 1 وفضاء حالةمحدودة © تكون 

(10.1) حل - ()ررم غسبا لجميع قيم رن العائدتين الى 0 


للحصول على برهان الصيغة اعلاه عندما تكون ) غير محدودة راجع كتاب 
ر(1957) مه1اء"1 ص 306 (1960) رعستسط0 مر 27 


لكي نيرهن معادلة 10.1 في حالة متسلسلة ماركوف المحدودة نشبت ان لكل 


1 عائدة الى 0 يوجد عدد حقيقى 0 بحيث 
(09.2 5 > (#)ررج غا 


باستخد ام البرهان الثاني لمعادلة ,8.85 نحصل على ان غابة ستساوي 
بالضرورة .1/70 . 


لكي نبرهن معادلة ,10.2 نتبع الخطوات الاتية . افرض ان : 
(00.3 ()موط طفص ح (0)مةة ر(ام)ررم تعمد - (مابركلا 
اللتين تمثلان على التوالي المددخل الاكبر والمد خل الاصغرفي العمود :7 عن اعمدة 
مصفورفة الاحتمال الانتقالية 70 . بما ان 
 00.4(‏ ,ليلة حءرزم بق ()لة > (اييم ررم لع د (1 )ررم 
نحصل عل 


)210.5 ر(00 م7 ح< (1 عل ه)ءهم ,(«)ء غ8 > (1 ص11 


٠‏ أن التتابع ((م)م2) عبارة عن تتابع غير تصاعدي بينما يكونالتتابع ((م).) 
عبارة عن تتابع غير تنازلي . يوجد لهذ ين التتابعين عد دين حقيقيين ,231 .م بحيث 
(10.6) مر - (مايم غا ررلة ع ()ءاة ا 


اذا اثبتنا ان +14 :72 فان المعادلة 10.2 ستحقق صحتها وان«14 ح .نم - ,ع 
لكي نبرهن ان ع ,11 نعتبر الفرق في التتابع الاتي : 


ثم نشت ان [63 - 110 - )ع 
(10.7) .0 - (ميق غا 


نحصل من المعادلة 10.5 على ,(0)يرك > (1-ل م)يك > 0 


بحيث ان ((:14 عبارة عن تتابع غيرتصاعدي . لكي نبرهن صحة المعاد لة 


10 تنبت وجود تتابع جزتي 2,000 ,1ع ١‏ رولقه) 0 
(10.8) 0 - (4)07 رغ 


حبث 7( عدد صحيح منبت 
نستخد م حقيقة كون 0 عبارة عن متسلسلة غير مختزلة محد ودة ذات دورة 1 . 
من ذلك يتبين وجود عدد صحيح 77 بحيث يكون لجميع الحالتين 7 ا 


افرض ان .0 < (07) مزه 
(27) زم ا 0 
بافتراض ان .+ > م > 0 نتبت ان لكل 1,2,...0-دم مايلي : 
20407٠ )10.9(‏ - 1) > 37( د )0 
. نحصل من العادلة 10.9 على 
(10.9) (00)مة" 20 - 1) > (تقسارة 


التي تقترب الى صفر عند اقتراب # الى .مم 
نبرهن بعد ذلك معادلة .10.9 . افرض ان « عدد صحيح .ان لكل حالة 1 
2١1١ )10.10(‏ (80)...م رخ - (لقل1 +-08) )م2 
بصورة خاصة ١‏ اختر 4 بحيث يكون 
,(/1(1 ع )يمل ت (27ن1 ل )ريم 
بعد ذلك اختر 9 بحين يكون 
(١‏ الاي ع (السايروع 
ان من المعادلة 0 نحصل على 


لدان 


(207) 2 (00,:م ب + (لانه)ءروم(07)يرءم ع (1(37 له ) )لا 
2 2 (7الس)ءلة سد اليه (07)ويم > 


((07)يمم -1) (للس)رلة لد (تقساء” (ال)ايروع ح 
(7ق)وهم ل((للسيم ح (7قس) 11 - (7له) ,11 - 
5 .6 +(للي - (7له) ,11 - (34)007 > 


وهكذا اثبت ان 
 )10.11(‏ » ((لقسيه - (لقس)رلة) - (اقم)ءلة > (1(31 + م)رلة 


يمكن ان تنبت بنفس الطريقة ان 
(10.12) /007 [ 7م 1 -د (017)ة < 117 + 
وذ لك باختيار * بحيث يكون (1(2 + )ره - (/1(1+-6)::م ائم 
اختنز 9 بحيث يكون اقسلا ح (7لهم)ءروه 
عند ما نطرح معادلة 10.12 من المعادلة ,10.11 نحصل على 
(26 1 ((لق)يه - (لقساء لل > (1(37 د ميس - (1(17 + )عقا 
وهوالمطلوب اثباته بالنسبة للمعادلة .10.9 وكذ لك المعادلة 10.2 


الآر جودك الهند سي واعتلموت عمأعسوء0 

اللا اا د01 

بعد تحد يد الغايات للاحتمال الانتقالى » يهمنا بعد ذلك تحد يدمعدل التقارب . 
يطلق على متساسلة ماركوف غير المختزلة ذات الدورة 1 بانها هندسيا ارجودك 

اذا كان يوجد لكل زوج في الحالات ر ء 8 عددان 4,0 و 8نم بحيث 


تكون 
(10.13) 1 > يرم > 6,0» > 84 > 0 


وعندما 20 ,1 عه فان 


(10.14) “(مروم)ء 34 > زيم - ()مرم | 
عرض ,(1959) 11دءدهءة الشروط التي قام ببحنها بصورة موسعة واثبت ايضا 
تحقيق صحة العادلة 10.14 اذا كان : والعكس 2 صحيح 
(10.15) م > اله 2 


وذان 


. لعدد ما حقيقى محدود 1 < م ولحالة ما عائدة الى متسلسلة ماركوف‎ ٠ 


اثبت (1960) 12600511 انه باستخدام المعادلة 10.15 يمكن الحصول على 
تفاصيل الارجودك الهندسية لمتسلسلات ماركوف لمختلف انظمة الاتظار. 
ان برهان المعاد لة 10.15 يقع خارج نطاق هذا الكتاب . مع ذلك سنئثبت ان متسلسلة 
ماركوف غيرالمختزلة ذات الدورة 1 المحد ودة هند سيا ارجودك . ان 
(«)ءلة > (نابررم > (سامم بالفرض . 


من المعاد لد 10.5 )م كار 35 211 >< )71102 
من المتراجحتين اعلاهة نحصل على 

501 - نامك ك زيم > (ميرم | 
نحصل من المعاد لة “10.9 على 


5 "م11 > (مام -- (0)ع زا 
حيبت 


21 5-5 01( دم 
.-20 -0:)0()1 عد ملز 
وهوالمطلوب اثباته 


ملحق : تبادل عمليات الغاية : 


نحاول في هذا الكتاب تطوير بعض المفاهيم والاساليب الرئيسية لنظرية العمليات 
التصاد فية بدون ان يتطلب الامرحصول القارئ على مؤهلات في الرياضيات المتقدمة . 
هناك العديد من النظريات المبرهنة باستخد ام الاساليب الرياضية . 

ان العلاقة بين النظرية الرياضية للاحتمال ونظرية التكامل الحديثة قوبة حيث 
سنرضح بعض الخطوات المهمة لمختلف النظريات الاساسية في نظرية التكامل الحديئة 
وبصورة خاصة ٠‏ نظرية التقارب المهيمنة 0001031601 نتيجة 
اندزط10 ونظرية ‏ 128015 .نذكر هذه النظريات في هذا الملحق للمتواليات 
غير المحدودة . ١‏ 

بالصيغة غير المحدودة في هذا التلمييح . من خلال التجارب يتيين ان ادراك 
وفهم هذه النظريات يكون افضل عندما تصاغ من وجهة نظر المتواليات اللامحدودة. 
غن 


افرض ان 0)مه عبارة عن د الةضمن المجموعة المتقطعة 7 عندما 2,٠٠١‏ ,1 دم 
يمكن ترتيب عناصر 7 بحيث يمكن ان نفترض ان (7-1,2,000 . 


' نظرية التقارب المهيمنة : 


(1) افرض إن . (0مه غحا موجودة لكل : عائدة الى 7 


افرض ان ()8 عبارة عن دالة ضمن 17 بحيث : 
© 80>( نءه| أكل ‏ عائدة الى 120006002" 
)0 : ,مه > ()2 2 

ان 
0 إوغا بع بوغا 


البرهان :نفرض إن ()© غسا >> 600 من المعادلة 2 نجد ان2)0 >| )6 | 
اذن يتقارب 60 ب2 .أن لكل عدد صحيح ‏ 24 


00 2 - 0م 


1سا 


40+01 25 +انوه- 0هابغ > 


11 


علاوة على ذلك 


[سمعم ومع 


,0ك (| 0)ه- ()مه إغا) ا (©)ه - 7)مه | 2 غا 
دم 2 (| 11١0 | + ٠*0‏ ,ريق 

اذن لكل عدد صحيح 14 

> 9. 0 5 


جهة المعاد لة 5 اليمنى عبارة عن الحد الباقي من المتوالية المتقاربة ولذ لك يقترب 
الى صفر عند ما 34 تقترب الى م .اذن بعد ايجاد غاية المعادلة 5 عندما 14 نقترب 


الى ,6» نحصل عل 


()ه 2 > (0) مه 2 


مه غا 


2نا8 غا 
يفطا 


هه 8 0ه 
1ع اسع 

وهو المطلوب اثباته بالنسبة للمعادلة 4 . 
:2" 


في حالة عدم و رد دالة مهيمنة )8 فانه يمكن جعل اشارة مساواة المعادلة 
نتيجة 19)0:8 :افرض صحة تحقيق المعادلة 1 ان 
5 0 < 0).ه لجميع قيم , العائدة الل 7 و ... ,2 ,1 حم 


اد 
3 .0 ل غا > (00. غا) 27 


البرهان : 
لاي عدد صحيح 31 سيكون 
هه 1 01 
9غ بلغا > مه بغ غا > ().ه غا رق 
بعد ايجاد غاية المعادلة 8 عندما ' تعترب إلى ٠6‏ نحصل على المعادلة 7 . 
نذكر بعد ذلك ( بدون برهان ) نظرية يطلق عليها غالبا نظرية وزمزطن# والتي 
تخص الشروط التي يمكن وفقها تبديل تسلسل المجموع . 


نظرية و'نستطس. 

1 افرض ان 2,0 عبارة عن دالة معرفة عندما 2,٠٠١‏ ,1 ->» و١2,..0‏ ,1 ع-) 
لكي يكون 

)9 0 رج ا - 0ءه رج 


فانه يجب ان يتحقق على الاقل شرط واحد من الشروط الاتية : 
هده + لجميغ ثيم 0ح (ثامه )00 
,» > |(20هاب2 بم (0 


لم > لاس | 55 (ئ) 


5م 


الفصل السابع 


متسلسللات ماركرف 


ذات المعلم المستمر 
نناقش في هذا الفصل البادئ والتطبيقات الاساسية لنظرية متسلسلاات ماركوف 
ذات المعلم المستمر مع التركيز على عمليات الولادة والوفيات 


-[؟نظريات غاية الاحتمالات الانتقالية لمنسلسلات ماركوف ذات المعلم 
المستمر 
نفرض ان (0 <1)27)0,1 عبارة عن متسلسلة ملركوف ذات حالةالفضاء 8 
ولها دالة احتمال انتقالية متجانسة 


(0.1 بأل > (©) 37 | > (ه + ن) اناط - )ررم 
تكون مستمرة عند النقطة ,0 -م 

. در خط 1] ._ 
(1.2) ان عو كذ حتدرة - ()دروغا 


تحقق دالة الاحتمال الانتقالي معاد لة جابمان كوموكروف لاي من حالتي تر ,ظ/ 
ولاى عددين موجبين ه , ؛ كما في المعادلة 
٠ )1.3(‏ 6) م6 (5) قوط 2 ح ( ل م)مروم 
نعرف ان حالتى , 8 بانهما متعاد لتان 21001001000 
عند وجود زمنين م , نز بحيث 0< ().رم . لا < ()رريوم لانستطيع اختزال 
متسلسلة ماركوف الى شكل اخراذا كانت كل حالتين في المتسلسلة متبادلة . 

نستطيع أن نين من حالتي نر ,8 ان ():.,م عبارة عن دالة (ناعندما0 </ 


وان هذه الدالة مستمرة بانتظام 3 ري صفراًدائما اوموجبة دائما. وهكذافان 2:,:)4(<0 


لجميع قيم0<: ولكل الحالات /  ,‏ في حالة متسلسلة ماركوف التي لايمكن 


اختزالها 


وذان 


في حالة متسلسلة ماركوف التي لايمكن اختزالها والتي لها دالة احتمال 
انتقالى متجانسة ():.رم فان الغاية 
01.4 را 6 1 5 ع (])زم غا 
تكون موجودة وغير معتمده على الحالة الابتد ائية للمتسلسلة . يمكن برهنة معاد لة 
4 باستخد ام الاساليب في البند 60-10 في حالة متسلسلة ماركوف النهائية. 
للحصول على البرهان العام » يراجع القارئ كتاب ,(1960) وصدط0 ص 1788 . 
ان الغايات ‏ (665 م كما في حالة متسلسلة ماركوف ذات المعلم 
المتقطع التي لايمكن اختزالها » تساوي صفراً . اي ان 
(1.5) تيم ٠‏ لجميع قبم + التي تنتمي الى .8 
وان جميع تلك الغايات ستكون موجبة ولها توزيع احتمالي : اي ان 
(1.6) 0< لجميع قيم م التي تتمي الى ,8 
تعرف متسلسلة ماركوف غير ممكنة الاخترال بانها صلقطك 6[طتع لوس 
عبارة عن متسلسلة موجبة معاودة اذا تحققت صح المعادلة 1.6 . نلاحظ اذا تحققت 
المعادلة 1.6 فان (8» م »)14 عبارة عن توزيع طريل الدى 
مم أختاط 015 ندع 10 5 وتوزيع توقفي باط لقتل تمده لوا 
لمتساسلة مارككواف ( كما معرفة في البند (ه-م ) 
لاجل معرفة وجود توزيع طويل المدى ١‏ او ترقفي ) لمتسلسلة ماركوف غير ممكنة 
الاختزال ذات المعلم المتقطع والتي لها احتمالات انتقالية بخطوة واحدة ‏ 5:.17) 
علينا ان نحدد فيما اذا كان لنظام المعاد لات 
1.7( كمع زر انا رم جم 


حل مطلق متقارب لايساوي صفراً . انوجدمثل هذاالحل فان (4 ستكون 

عبارة عن توزيع طويل المدى ( تطبيعه بحيث يكون حاصل المجموع يساوي 1.) 
تو دي الكثافات الانتقالية ‏ © 205 دسم نموم المعرفة 

بواسطة مشتقات ألد وال الاحتمالية الانتقالية عند النقطة صفرد ور الاحتمالات الانتقالات 

ذات الخطوة الواحدة في حالة متسلسلة ماركوف المستمرة المعلم . افرض. ان لكل حالة 
ستكون 


4م 


(1.8) لغ اغا (0)ريم كك دين 
4 0ع 
موجودة ولها قيمة محدودة . بينما لكل حالتين 3 ,#2 عندما ,24# فان 


(19) فنع غاك (0) ررم بك حيري 
للك 
موجودة ولها قيمة محدودة 


ان للغايتين اعلاه المعنى الاحتمالي الاتي . احتمالاات الانتقال ضمن فترة زمنية 
طولها م تكون بصورة تقريبية متناسبة مع طول :/ الاحتمال )ررم - 1 
للانتقال من حالة ذات حالة ما خلال الفترة الزمنية « يساوي (ب0م زائدا 
الباقي المقسوم على ' 7 الذي يقترب الى صفر ( عند اقتراب ,« الى صفر) . بينما 
الاحتمال (0):.م للانتقال من الحالة 7. الى الحالة / خلال فترة زمنية 
طولها ,نر يساوي :.زوم زائداً الباقي المقسوم على ( الذي يقترب الى صفر 
(عند اقتراب 1 الى الصفر) . 


نطلق عل كتافة العبور ابإمككمم ]0 باتخسمامة اذا اعطيت ان 
متسلسلة ماركوف في الحالة , نطلق عل .رب كثافة الانتقال إه 0 
0 الى الحالة ,:/ اذا اعطيت ان متسلسلة ماركوف في الحالة ف ” 


اذا فرضنا ان « تقترب الى » في معادلة جابمان كولموكروف 1.3 فان 
التتابع كر م ررج) يحقق المعادلة 
(1.10) ف ان سم > كل 0< 
“حاللات 
اذا فاضلنا المعادلة ‏ 1.10 نسبة الى ؛ . واذا غيرنا موقع عمليات الجمع 
والنفاضل ( الذي يمكن تبريره بالافتراضات القوية الكافية حول معدل التقارب لغايات 
المعاد لتين 1.5 . 1.4١‏ ) فنحصل على ان ركع ا ري تحقق نظام 
.المعاد لات الخطية . 
(1.11) ادع 1 7 7 رقت 01 3 


4 


يطلق على متساسلة ماركوف المستمرة المعلم (0 <20477)0,4 التي لها 
حالة فضاء (0--1)0,1,2,2 واحتمالات انتقال متجانسة بانها عبارة عن عملية ولادة 
ووفاة اذا حققت كنافاتها الانتقالية الشروط التالية : اذا علمت ان 'ر . :/ عبارة عن 
حالتين بحيث ,2 <|-3]|) فان 


)2.1 .0 ع يريو 


بعبارة اخرى . ان عملية الولادة والوفاة عبارة عن متسلسلة ماركوف المستمرة المعلم 
تتغير فقط خلال انتقالها من حالة الى حالة تمجاورة لها . نعرف فى حالة عملية الولادة . 
والوفاة الكمبتين د ,ا بس كمايلي : 0 

ر0 < 3 108 وبررو جرد 


)22.2 ب[ < قر "10 برو درم 
١‏ 0 < 3 ه14 رو ع رم ارح 


٠ 3-7 2‏ 
واض عوة اده .0 ع مير 
بصورة واضحة اكثر 
0 < « «ه1 5 لااضعيم غا 
)7غ 
)02.5 ,1 < 5 مم1 5 هد مر 
نه 1ن 
.0 < م عنم يم جد لأس حا ى ١‏ 


بعبارة اخرى . تعني هذه المعادلات انه في اية فترة زمنية صغيرة جداً فان حجم 

المجتمع ( ممثل + )3 ) اما سيزد اد بوحدة واحدة . اوينقص بوحدة واحدة اويبقى 

كماهر. الاحتمال المشروط للزيادة بوجدة واحكة 8300 بعد غل عبج البديع 5 

ويرمزله بالرمز 2 . الاحتمال المشروط للنقصان بوحدة واحدة ( وفاة ) يعتمد على حجم 
3 


المجتمع . ويرمزله بالرمز .م . 


.وم 


سيكون نظام المعاد لات 1.11 في حالة عملية الولادة والوفيات كما يلي : 


)22.4 4171 - و 

)22.5 .1 <<« بنج اعم 1 بم كم 2ت وولرير للد ررح) 

نحصل من هذه المعادلات على علاقة تعاقبية يمكن استخد امها لاستخراج التتابع 
)17 

1٠. )2.6(‏ < م م10 م1 1س( حت وتوز 


لكى نبرهن معادلة 2 ,2.0 نعرف 


او 2 2 ملم حت ريم 


من المعادلة 2.5 نستنتج ان ,بره -مه عندما 1 < » اذن ٠00.‏ - يه - ره 
لكن من المعادلة 2.4 نستنتج ان0 ح يع اذن 0 ح مه عندما 2,..١‏ ,1 - » 
وهذا هوالمطلوب اثباته 1 
نستطيع ان نعطي توضيحاً مبسطاً لمعادلة .2.0 كما يلى : 

[1 حم ع (0) قاط [1 حم ت )لق اس ع لز غ) ]م ةبمل ممم 


27( [1 - مه ع )قم ارو ع ززم +ل) ]70ح 
[« ع ]2 رسع )ك3 | سيوع (ز + ]22د أمريع 
(22.8) .2 ع )3 لسه 1 ع م ع (ز + )) ]م7 د 


عند ما تكون (٠١,‏ كمية موجبة صغيرة وقيم ) كبيرة . 

اذاكان حجم المجتمع ,+ في توازن احصائي فان احتمال زيادة حجم المجتمع 
بوحدة واحدة خلال فترة زمنية صغيرة يجب ان يساوي احتمال نقصان حجم المجتمسع 
بوحدة واحدة . لذ لك فان الجهة اليمنى من المعاد لتين 2.7 . 2.8 متساويتان لجميع 
قيم احبر وهكذا سنحصل على معاد لة ل 
في حالة 0 > «ل لجميع قيم دير نحصل من العادلة 2.6 على تغيير واضح [ ,, 


(2.0 .1 < 1ن ...1 ع ديه 

للحصول على 70 : نستخدم الشرط الاحتمالي التالي ا 

رمدم ...36 “اا عا شيم جم جم دآ 
امزلم لمر 


اهم 


نستطيع ان نبرهن ( را جع مثلا وزليو1 و «معه: 110 سنة [1957] ( 


ان لعملية الولادة والوفيات توزيع طويل المدى اذا كانت المتوالية اللانهائية في 
المعادلة 2.10 متقاربة . 
بالاستطاعة اعطاء صورة واضحة ومعقولة للصيغة الاخيرة وذ لك بتقريب عملية 
الولادة والوفيات بالمشية العشوائية . افرض اننا لاحظنا عملية ماركوف المستمرة المعلم 
(0 < ,)177 عند تتابع من اللحظات الزمنية المتقطعة . اللحظة الزمنية 
مابين تتابع وآخر تساوي حيث نلاحظ التتابع 
(2.11) 2 ,0,1 - 1ن 070 لل دك 
ان ,ل عبارة عن متسلسلة ماركوف متقطعة المعلم .اذاكانت ‏ (0 <070,1) 
عبارة عن عملية ولادة ووفاة فانه يمكن ان تعتبر 1177 عبارة عن مشية عشوائية ذات 
مصفوفة احتمال انتقالية تعمطى بالمعاد له 0.10 في الفصل السادس . 
حيث لح - 1 ع مم ,ل ح- مم وعندما1 < + فان 
(2.12) لمم من ح- 1 حت ره رشا حت رم رطمم ع رن 
لنفرض ان 1 - وم ولنفرض عندما1 < :ان 


,صل "٠ ٠ ١‏ زلر ل 


ا ل ين 


حسب الجدول ,0.0 فان المشيات العشوائية ستكون معاودة موجية اذاكان 
1[ > 5 5 
ره 00 2 والعكس صحيح الذي يمائل المجموع 
شت - 
١‏ 3 5 إ لال “مرا 2 2 
حيث نتحقق صحة المجموع اذا كانت الموالية اللانهائية في المعادلة 2.10 
متقاربة . 


مثال 2.1 


مشاكل حركة المرور التلفونية 


اعتبر دائرة اتصالات تلفونية . افرض ان المشتركين يقومون بطلب نداءات علد 
الفترات الزمنية اي يسان حيث ان 20 ع ابعل 


ينان 


نفترض ان الازمنة مابين الوصول المتتابع لت ب 1ج سوم حت ورم 2ت 1 
عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة موزعة توزيعاً اسياً بمتوسط 1/8 الفترة الزمنية 
للحادثة المتدئة ( عبارة عن طول الفترة الزمنية التي يبقى الخط فيها مشغولاً ) بالنداء 
الواصل عند الزمن' .+ عبارة عن متغيرعشوائي » يرمزله بالرمز,ع, و.يسمى برمز الانشغال 
7 ولام ( اوزمن الخدمة ) للنداء رقم « . ازمنة الخدمة المنتابعة راو 
الفترات ) ٠-١‏ ,5 ,:5 يفترض انها متغيرات عشوائية مستقلة موزعة بصورة اسية 
بمتوسط ,/1 ( عند دراسة فترات النداءات التلفونية المحلية سنة 1837 في نيوجرسي » 
مولينا سنة 1997 وجد ان هذه الفضرات مزففة بسررة جيدة بالتوزيع الأمستي ):: 


يتم ربط النداء الواصل ان وجد خط غير مشغول ( بدء الحادثة ) . ان عدد 
الخطوط المتاحة اما ان تكون ذات عد د نهائى او مه في حالة وجود عدد نهائي من 
الخطوط في الاتصالات التلفونية فانه بالامكان اتخاذ الافتراضين اللذ ين يخصان طبيعة. 
الند اءات الواصلة عند ما تكون جميع الخطوط مشغولة . اما اد تشكل هذه النداءات 
نظام انتظار( بمغنى انكل نداء جد يد يوصل ينتظر في صف اننظار الى ان تكون احسد 
الخطوط غير مشغولة ) . اوأن النداءاتلاتكون نظام انتظار ( تغادر حالا عندما تكون 
جميع الخطوط مشغولة ) . الافتراض الذي يخص العدد اللانهائي من الخطوط ولوانه 
غير عملي الا انه يستحق الاعتبار لانه يجعل الموضوع اكثروضوحاً لاجسل التصميم 
الصحيح للاتصالات التلفونية ذات العدد النهائي من الخطوط . . 


لنفرض ان )27 تمثل عدد الخطوط المشغولة عند الزمن + في الاتصالات 
التلفونية ذات العدد النهائى من الخطوط باستخد ام اسلوب صفوف الانتظار نستطيع إن 
ٍ 0 
نعتبر مجموعة الخطوط المشغولة بانها صف انتظاروان ()37 ستكون طول ذلك عند 
الزمن ,.. حسب الافتراضات (0 <:,2177)0 ستكون عبارة عن عملية ولادة 
ووفيات مع كنافات انتقالية ( عند ما ل 2 
(2.13) بسر حت بير لمعديد 
حيث «/1 عبارة عن المتوسط الزمني مابين وصول الزبائن وسم/1 عبارة عن المتوسط 
الزمني لخد مة الزبون . بعبارة اخرى » احتمال وجود خط واحد في صف الانتظار في 
فترة زمنية صغيرة طولها م يساوي تقريباً < مهماكان عدد الخطوط في صف الانتظار 
من جهة اخرى ؛ ان احتمال مغادرة خط واحد فقط لصف الانتظاراذا علامست 


لين العمليات التصاد فية عوم 


وجود 7 خط في صف الانتظار سيساوي ,امه تقريباً". احتمال تغير حجم صف الانتظار 
بمقد اراكثرمن وحدة واحدة في فترة زمنية صغيرة طولها ,[ يساوي كمية صغيرة جد أ 

يمكن اهمالها اي جعلها تساوي صفر. 

نبرهن الحالات المذكورة اعلاه كمايلي : ان العملية ١‏ (0 <87)(,4) 

عبارة عن متسلسلة ماركوف وان برهانها قد يبد وصعباً لكنه باأستخد ام خاصية التوزيع 
٠‏ الاسي نستطيع ان نبرهن ذلك بسهولة . 

: لواعتبرنا صف انتظارعند نقطة زمنية معلومة » فان اي تغيي رحد ث على ذ لك الصف 
قبل تلك النقطة الزمنية المعلومة ليس له اي تأثيرعلى قانون احتمال وصول الوحدات او 

مغادرتها بعد تلك النقطة الزمنية . 

نستطيع ان نبرهن كون الكثافات الانتقالية: لمتسلسلة ماركوف (0 <07)0,1) 
عبارة عن نوع من انواع الولادة والوفاة وانها تحقق معادلة 2.13 كمايلي : 


' افرض ان 1 عبارة عن فترة زمنية طوها م ونفرض ان (0)0 عبارة عن كمية 
ش معتمدة على | اذا تم تقسيمها على .م فانها تقترب الى صفرعند اقتواب # الى صفر. 
ان 
4 + [ احتمال وصول نداء جديد خلال 1 ع 2ت (0) سممم 
50 
(0)8 + [ احتمال انتهاء مكالمة تلفونية واحدة خلال 7 ع 2 > (8) م.م 
1 ر) مسد امط مس إشي # 1) ر ع 
.)0 ل ابره - 
من هذه المعاد لات ذ لستنتج معاد لد 8 . 
على ضوء المعاد لة ,9 فان الاحتمالات طويلة المدى تكون كما يلي عند ما قي[ 5-8 


(2.14) 3 6 5 >[ ع ( 17م فساح ,مر 
. همع 
ستحر 2 مج كما بلي 
(15 0( : لهي 0 -- 0 2 ا -1 
نا معدم 
اذن 
(2:16) 3 “6 تينو 


حيث م متوسط طول صف الانتظار- © 
متوسط زمن الخد مة 


(2.17) 
متوسط الزمن مابين وصول الوحدات 
بعبارة ثانية )27 عبارة عن توزيع بواسون بمتوسط يساوي ,م على المدى الطويل . 
لقد بينا في البند 4-5 ان هذه النتيجة تبقى صحيحة في حالة التوزيع الزمني العام 
للخد مة والتوزيع الاسي للزمن مابين وصول الوحدات . 


مثال 228 
-صيغة ارلارك للفقد ان 
لك 


افرض اث 27)0 عبارة عن عد د الخطوط التلفونية المشغولة فى دائرة الاتصالاات 
التلفونية التي يوجد فيها عد د محد ود من الخطوط 26 وان الند اء القاد م عند ما تكون جميع 
الخطوط مشغولة سيفقد . اي ليس هناك صف اننظا رحسب الافتراضات في امثال 24 
نستنتج إن (17700,4<0 عبارة عن عملية ولادة ووفاة ذات كنافات احتمالية كما 


يلي : 
0 دن 
74 < م 0,2 - 
7 08ر2 1ح ها رات ح مير 
8 حن ‏ الا 


يتضح من ذ لك ان توزيع 2700 الاحتمالي الطويل المدى يكون عبارة عن توزيسع 


: بواسون السكانى ِ 
عند ما م3 2,00 ,1 ,0 > فان 
6 “6 مي 
(2.19) اس للشب رم ع () قاط سنا ح- مه 


3 
2 
حيث م تعطى بالمعادلة .2.17 . يطلق اصطلاح صيغة ارلازك للفقد ان للمعاد لة 
9 نسبة الى العالم عدوا 1 .4 الذي يعتبر احد باحني نظرية صفوف الانتظار 
) را - مومعل برحصءه 112152 روعي ه13 [ 1948 ] ) واضيفت بحوث 
اخرى من قبل ( 1937 ) سجوصة تاسمه 


وة" 


مثال 20 
الاحتمالات التو قفية ممم رتقسدنات 5‏ ينا 
انتظار ذي عدد محدود من القنوات الخدمية . 
ال ا ل ا سس 

كتطبيق لنظريات الغاية للاحتمالات الانتقالية لعملية الولادة والوفيات . نقوم بايجاد 
الاحتمالات التوقفية لطول صف الانتظاروزمن انتظار للحصول على خد مة في نظام يحتوي 
على عدد محدود 116 من القنوات الخدمية . حيث تقدم الخدمة للزبائن حسب الاسبقية 
في الوصول اما الزبائن الذدين يصلون والقنوات الخد مية مشغولة فسينتظرون للحصول على 
الخد مة . افرض أن الازمنة المتتابعة مابين وصول زبون واخر مستقلة وموزعة حسب التوزيع 
الاسى وبمعدل ,1/8 وان ازمنة الخد مة المتتابعة مستقلة وموزعة حسب التوزيع الاسى 
وبمعدل .م/1 . لنفرض ان 67 تمثل عدد الزبائن في صف الانتظار اوالذين تقدم 
لهم الخدمة . نستطيع ان نبين ان (0 < 07)0,4) عبارة عن عملية ولادة ووفاة حيث 

0,1٠‏ >5 جدود 


٠», 71-1‏ ,1 ,0 ع م بربرم ح بير 
.اق < دا ماق ع- 
تعطى الاحتمالات الانتقالية ‏ [- (0]0/0م 7 3 
ان وجدت بالصيغة 
21 كر 1 ع 


3 كاد 3 
0 


نستخرج قيمة 0 باستخدام الشرط الاتي : 


7 سسا 6 10 


م 


المتوالية اللانهائية فى المعادلة 2.20 تتقارب اذاكانت 
(2.91) 1 1 دم والعكس صحيح 


اذا لم تتحقق صحة المعاد لة 2.21 فان التوزيع التوقفي لاتوجد له قيمة حقيقية . فى 
هذه الحالة 0 عد ياد لجميع قيم 7 أي ان صف الانتظارسيصبح كبير. اما اذا تحققت 


كمم 


صحة المعادلة 2.21 فان التوزيع طويل الملدى 2 170 ستكون له قيمة حقيقية 


1 
لسغت هد 
0 0 م11 ويل 0 
(م-1)!لر أن لصم 
12 , رسو , “لكك رم درم 
(2.22) 7+1 < م “مرج ديه 


انلحالة القناة الخد مية المفردة اهمية خاصة . عندما 1 - 3 فان الاحتمالات 
التوقفية لحجم صف الانتظار عبارة عن توزيع هند سي 
رمح ] دوع 
(2.23) .1 < م ,#م(م - 1) ع رد 
نجد بعد ذ لك التوزيع التوقفي للعملية التصاد فية (0 < ,27700 ١‏ حيث ()!1 
تمثل المدة الزمنية منذ وصول الزبون عند الزمن ؛ الى ان تبد] خدمته . 


نبرهن في حالة 0 < #7 ان 


500 1 8 ض 
(2.24) 5 لك 0 م 37 د رن < () الام غا 


0-2 


٠.2 )00.25(‏ إل ),» - ([0 1 1 01 < (م) "ززم غا 


بعبارة اخرى عند ما تكون فيم ,, كبيرة . فان زمن الانتظار للحصول على خدمة 
ستكون له توزيع مختلط . كتلة احتمال موجب عند النقطة صفر اما من جانب اخرفسيكون 
موزعا توزيعا اسيا . 
ان صحة تحقيق المعادلة 2.25 واضح والشيب لت 

رمحن عه (لم) رمحي ب دائة < انق - [ه < 1170م 
عند ما تقترب 6 الى © . 
لكي برهن معاد لة .2.24 نحدد اولا التوزيع المشروط [ .7700 اذا علمنا 
ح )7م وان م كبيرة جدا . 


لمم 


اذاكانت ,37 - 200 فان الزبون الواصل عند الزمن 1 يجد 34 زبون في صف 
الانتظار تقد م لهم الخدمة . ان زمن انتظاره للحصول على خدمة سيكون عبارة عن اصغر 
الازمنة التي يستغرقها كل من الزبائن الدين تقدم هم الخد مة إان اصغر زمن خدمة موزع 
حسب التوزيع الاسي وبمتوسط .21/34 . وعلى هذا الاساس فان 

بيرج عسكةسوير 31 02 - وق ع )37 | < () ]لط 


اذاكانت ,م + 14 ع )27 لبعض قيم 1 < 7 فان الزبون الواصل سيجدٍ « + 14 
زبون في صف الانتظار . زمن الانتظار سيكون مجموع (1 -+) متغيراً عشوائياً مستقلاً ' 
كل منهما يمثل الزمن الذي يستغرقه كل من |( 3 من القنوات الخدمية المشغولة حنسى 
تصبح غير مشغولة وكل منهما موزع حسب التوزيع الاسي بمتوسط 1/2 . بناء على 
ذلك اذا علمت ان + /32 - )2 فان )77 موزع حسبتوزيع كاما|: 

يق عنس التتشلف! ريد ” أ - (م + ية - (/3 | بن < ()ساقاط 

لذ لك » عندما ,0 < 1 

يو ساسم اتلك ريد" ل 1+ بد - )انام يلا - إن < 17م 

عند ما تكون قيم ,8 كبيرة 

.*مررء ث [ + 31 ح () انام 
ونتيجة لذ لك عندما تكون قبم / كبيرة و :0 < 1 فان 
ا لكان 


6 
م 
وهذا هوالبرهان المطلوب بالنسبة للمعادلة 2.24 . كمقياس لفعالية الاجهزة الخد مية 
تستخد م النسبة التالية 


متوسط زمن انتظار الزبون 
(22.26) 082 


متوسط زمن خدمة الزبود 


يطلق على 8 نسبة الضياع للزبون وهي تمثل نسبة الزمن الضائع بالنسبة للزبود في 
صف الانتظار الى الزمن الذي تستغرقه خدمة الزبون . 


يساوي البسط في المعاد لة 2.26 عند ما تكون # كبيرة تقريباً مايلى : 


64م 


برج نسئة متاسع يرق (م - 1)1 17 [0 < ©) 7ط ع [() 22117 
[0 < 2170ب 
٠‏ (م- )سملل 
بينما المقام في المعادلة 2.26 يساوي .سم/1 . وبهذا ستعطي نسبة الضياع للزبون » 
بالصيغة ( 7 كبيرة ) الاتية : ب 
027 اس الج 2 
ان ج دالة ! 34 » م فقط . اذا رسمنا 7 كد الة [ م ( بافتراض قيمة معلومة الى 
) يتبين انه كلما م تقترب من 1 فان # تقترب الى م . 
يطلق على الكمية # بمعامل المنفعة عق ده 1غدمنا61 للنظام لان 
م 1 مقياس لنسبة الوقت الذي تكون فيه القنوات الخد مية غير مشغولة ( لايوجد 
زبوت في صف الانتظار) . 


لاجل تقليل نسبة الضياع للزبون على الادارة ان 1 

نسمح بكمية معقولة من الزمن تكون فيها القناة الخد مية غير مشغولة حيث ان الطلب على 
الخدمة بحد ث بصورة ءغوائية ومدة الخد مة ايضا عشوائية بدلا من محاولة جعل عامل 
( المنفعة يقترب الى 1 مثلاً)» في محطة ذات اربع قنوات خدمية مع عامل منفعة ‏ 09076 

نسبة الضياع للزبون ستكون 0 اذا وضعنا قناة اخرى فان عامل المنفعة يقل الى 72 

وان نسبة الضياع للزبون اقل من 1076 . 


التمارين 
ل || اع. 
تصليح لمكائن 


' 2.1 اعتبر 26 ماكنة اوتوماتيكية يقوم بتصليحها مصلح واحد . اذا كانت 
الماكنة صالحة للعمل عند الزمن فان احتمال عطبها سيكون ‏ (00 + ثم 
تصلح الماكنة العإطلة فوراً مالم يكن المصلح مشغولاً بتصليح ماكنة اخسسرى 
حيث في هذه الحالة ستكون المكنة العاطلة صف انتظار . الزمن المستغرق 
لتصليح ماكنة موزع بصورة اسية وبمتوسط .«/1 لتكن (0 عبارة عن عهد 


المكائن الصالحة للعمل عند الزمن , المطلوب ايجاد التوزيع الاحتمالي طويل المدى ( 
200 


لمكن 


052 يقدم الطعام الى مجموعة من الفئران تتكون من 7 فأرة بكميات 
كبيرة ان وجدت فأرة عند الزمن ؛: تأكل الطعام » فان احتمال تركها للطعام 
عند الزمن #4 + يساوي (0+/# سم . اما اذا وجد ان الفأرة عند 
الزمن ؛ لاتأكل الطعام فان احتمال اكلها للطعام عند الزمن /+) 
بساوي (20128+00 يكون اكل الفثران للطعام مستقلاً عن بعضهما 

الآخر, نفرض أن ()/ عبارة عن عدد الفئران التي تأكل الطعام عند الزمن 
اوجد مايلى : 
() التوزيع الاحتمالي طويل المدى ١‏ 2/00 

)0 الاحتمال الطويل الملدى لوجود اكثر من نصف عدد الفئران تأكل 


الطعام اذا علمت ان 77-10 ,00 ->2, 380 دير 
3 صفوف الانتظار وحالة الزبائن الذين لايتحملون الانتظار 


افترض نظاما يحتوي على -/3 قناة خدمية وان ازمنة الوصول مابين زبون 
واخر وازمنة الخد مة موزعة حسب التوزيع الاسي وبمعدل 1/8 , سم/1 
على التوالي . لنفرض ان 20 عبارة عن حجم النظام عند الزمن ) 
افرض أن 6 تمثل احتمال انتظار الزبون عند ما يكون حجم صف الاننظار 
يساوي 24 اواكبر. اوجد مايلى 
)0 .ل > لم غسا دم 
) التوزيع التوقفي لزمن الانتظار الى ان نبدأ بالخد مة افرض في التمارين 
4 الى 0 وجود .7 قناة خدمية تبدأ الخدمة حسب 
الاسبقية حيث ان الازمنة مابين وصول زبون واخر موزع حسب التوزيع 
الاسي وبمعدل «/1 وان ازمنة الخدمة موزعة حسب التوزيع الاسي 
وبمعدل 1/١‏ في كل حالة . اوجد الحالة التوقفية . 
() احتمال انتظار الزبون 
(1) متوسط طول النظام . 
(11) متوسط طول صف الانتظار 
(17) متوسط زمن الانتظار الشرطي للزبون الذي يجب ان ينتظر 
(") احتمال انتظارالزبون اكثرمن 2 دقيقة قبل ان يحصل على الخد مة. 


00 متوسط زمن الانتظار في النظام 


لضن 


(911) 2 نسبة متوسط زمن انتظار الزبون للحصول على خدمة الى متوسط 
طول زمن خد مته ١‏ 
النلقة احتمال وجود 2 زبون اواكثرفى صف الانتظار. 
4 افرضان 1دصن وان ,2-18 ,20 حير (بم) 8-18 ,30 عدم 
افرضان2-18 ,20 -م وان (أ) 24-1 2 - 14 
6 افرض ان 18 -2 وان 20ع-م 11-1 (0) بوعس , 7-2 
7 افرض نظاما خخد ميا ( في الحالة التوقفية ) حيث ازمنة مابين وصول زبون واخر 
وازمنة الخدمة موزعة حسب التوزيع الاسي . افرض ان معدل الوصول ثابت 
اقترح هل يكون النظام الخدمي ذا قناة خدمية واحدة اوذا قناتين على ضوء 
نسبة الضياع للزبون في الحالتين اذا علمت ان معدل خدمة القناة الواحدة 
ضعف خدمة كل قناة من قنوات النظام ذي القناتين . 
8 محطة تأجير سيارات . تخصص سيارات الاجرة فى بعض المحطات لتقل 
الزبائن في تلك المحطة الى الموقع المطلوب . وصول سيارات الاجرة وتوافد 
الزبائن يتبع عمليات بواسون وبمعدلك 2 .1.25 في الدقيقة - سيارة 
الاجرة الواصلة الى المحطة تنتظر مهما كان عدد سيارات الاجرة في الخط 
اما بالنسبة للزبون فانه سينتظر فقط في حالة وجود و زبوناواقتتل 
فى حالة انتظار . اوجد 
() متوسط عدد سيارات الاجر في الخط . 
(ذ) متوسط عد د الزبائن في حالة الانتظار . 
نز متوسط عد د الزبائن الذين سيتركون المحطة ( عدم الانتظار) بسبب 
وجود 3 زبائن في حالة الانتظار في الساعة . 


و معاد لات كولوكروف التفاضلية لد ال الاحتمال الانتقالي : 
ل ة2ة12ة61تكا ري 00 52*56”576757727 


للحصول على د الة الاحتمال الانتقالية لسلسلة ماركوف ذات العا م المستمرة نجد 
حلول مجموعة من المعاد لات التفاضلية لد الة الاحتمال الانتقالية سنحصل على المعاد لات 
'النفاضلية لمتسلسلات ماركوف غير المتجانسة (0 <2400(,4 ولها دالة الاحتمال 
الانتقالية التالية : 
)03.1 ززع (6) 36 | اع ()) 1١]‏ - (ارق) مز 


اخ 


معرفة لاي حالة 7: # وان 0 <ى<2 
نفرض الافتراضات التالية : لكل حالة 2 توجد دالة مستمرة غيرسالبة ‏ 9:00 


تعرف بالغاية التالية : 
(82) 9:0 ح ((1 4 )ررم -1) آأغا 
ولكل حالتين2 , 8 ( حيث + عد ز ) توجد د الة غير سالبة مستمرة ‏ 4:.:)0 
تعرف بالغاية التالية : 
(3.8) )رو > (8 ل غ ,)زم غلا 


للد وال اعلاه بعض التفسيرات الاحتمالية التالية : 
الاحتمالات الانتقالية ضمن فترة من الزمن طولها تتناسب بصورة متقاربة مع ,( 
ان الاحتمال الانتقالي )8 عل )ررم -1 من الحالة 1 الى حالة اخرى خلال » 


الفترة الزمنية ,, الى:: + , تساوي 824:0 زائداً الباقي مقسوماً على ,7 والذي يقترب 
الى صفر ( عندما / تقترب الى الصفر) . بينما الاحتمال 0-10 ررم للانتقال من 


الحالة 1 الى 8 خلال الفترة الزمنية (( ل ,م) يساوي ()ير زائدا الباقسي 
مقسوماً على والدي يقعرب الى الصفر عندما تقترب # الى صفر. 


يطلق على )بو بكثافة العبور - 20855096 0 3/6511 اذا كانت متسلسلة - 
ماركوف في الحالة 7 عند الزمن . بينما يطلق على ():.و بكنافة الانتقال الى 


الحالة ,: اذا كانت متساسلة ماركوف في الحالة 2 عند الزمن / 
/ 
يقال ان دوال الكثافة 0)روه ٠‏ 4:00 متجانسةاذا كانت تلك الدوال 
غير معتمدة على ؛ وكما يلي : 1 


(3.4) رو ح- (1) زه 
ز؟ ع (1)م زو 


دوال الككثافة لتسلسلة ماركوف المتتجانسة تكون متجانسة بصورة واضحة . 


لض 


مثال 34 3 
عملية التوقف عن العمل : 


افرض ان (0 <07)0,2) عبارة عن عد د الوحدات التي توقفت عن العمل 
في نظام معين وتم استبد الها في الفترة الزمنية صفراق م . 
افرض ان إن < , ,()77/) عبارقعن متسلسلة ماركوف التي لهاحالة فضاء ( 2,٠٠١‏ ,1 ,0 


لدالة الكثافة )م المعنى الاتي : )2 تساوي تقريباً احتمال توقف 
وحد ةواحدة او اكثرمن وحددات النظام عن العمل في الفترة الزمنية من ؛ الى 2لا . 
بصورة عامة نتوقع ان تعتمد )نه على م وعلى ,/ لان « تمثل عد د الوحدات 
التي توقفت عن العمل سابقا و : تمثل طول الفترة الزمنية لبقاء النظام بصورة صحيحة . 
الصيغة المناسبة 1 ).9 والتي يمكن .ان تستخد م في الحصول على خصائص متسلسلة 
ماركوف (م <:1)27)0,2 هي كما يلي : 


د 6 
(08.5 0 +64 


- )»و 
حيث هءة 0 < ب ؛ 0< و وانها كميات ثابتة يجب ان تحدد . اذا افترض ان 
0-0 فان دالة الكثافة 0.0 ستكون متجانسه . 


نستطيع ان نكتب بصورة مناسبة الافتراضين و » 83 على شكل مصفوفة . 
افرض اننا نعزف المضفوفة (4)0 كما يلي : 
0 2 افك 
(08.6) در ع رو كع 


نعرف المصفوفة 7 كما هومعتاد بالتعريف الاتي : 
500 دم خخ 0.11 عد 
0 عور كز | حيرة لوق حم 
اذن نستطيغ ان نكتب معاد لتين 959 » 3.8 على شكل مصفوفة وكما يلي : 


” 4 ب 2 - رن دومص 1 عندماة -> صفر 


وم 


باستخدام الافتراض 8 ومعادلة جابمان - كولموكرواف نحصل على مجموعة من * 
المعاد لات التفاضلية لد وال الاحتمال الانتقالية (,5):.بم 2 . تشتق بصورة اساسية 
هذه المعاد لات اولا على شكل مصفوفة باستخدام معاد لات جابمان كولوكروف نكتب 
مايل . 

)9 (8 + )70 (,و) ”7 ع زعم ل ارو) 22 


00000 مم1 - ((نرو) م - (رط سل ؤرو) د 1 


افرض ان « تقترب في المعادلة 3.9 الى صفر . باستخدام المعادلة 3.8 يتبين ان 
الجهة اليمنى من معادلة 3.9 تقترب الى 
4)0 (ارة) طلا 
افرض بعد ذ لك ان المشتقات الجزئية 
(8.10) أمعءرمة! -ممم2 


ها قيم حقيقية . ان الجهة البسرى في المعاد لة 9 تقترب الى المعادلة 83.10 . وهكذا 
سنحصل لكل ,0 < و <: على مايل : 


(8.11) )1 (ارو)صع- ارم م 


التي يمكن ان تكتب عندما 0 < 5ه <: ولحالتين 3 2 8 كما بل 


(6):» (ارة):,22 رع 2 


)0 (قرهاء رم ل< لل (ارقايزم (),) سح 
ا 


من جانب اخر نستطيع ان نكتب: 


)8.192( 


,(ارة) ”1 (درم1 د و) 22 ع زارط ح و) مر 


23218 1 
0 .بوط لمرلا -ق)ط - ل ٍ- ((ارط - ع) 2 > (اره) 147 رز 


افرض ان 
(3.14) درم ع ا - ووم 

عبارة عن مصفوفة المشتقات الجزئية بالنسبة للمتغير الزمني5 الاول اده فرضا ان 
/ تقترب الى الصفر في العاد لة 83 سحصل على 


نل 


(8.15) ,(,2)5 (4)5 - لك 
والتى يمكن ان تكتب عندما 0 < 5 <4 ولحالتين ر . م كمايلي : 
(رقاديم («ادنه رح - (اكامنميج 
(83.10) .(ارق)مج (هانرو زج لد (ارم)ء ر(ه)رو- د 
عر 
تم اشتقاق نظامي المعاد لات التفاضلية 3.12 . 3.10 لدوال الاحتمالات الانتقالية 
لمتسلسلة ماركوف اولا من قبل العالم (1981) ناهمعماط انع في بحث اساسي . 
ان النظام 9 يطلق عليه ل أم نرم اهنول ومنو انكل لانه 
يتعلق بتفاضل الاحتمالات نسبة للزمن الثاني ) بينما يطلق على نظام ن/.و 
20110١‏ "تناع وراك ”نوم ندا مم1 لانه يتعلق بتفاضل الاحتمالاات نسية الى الرمن الاوك 
5 ( الزمن السابق ) 


يجب ان نلاحظ انه بالرغم من وجود رموزالمشتقات الجزئية في المعاد لتين ‏ 7.12 
فان نظام المعاد لتين في الحقيقة ليس نظام تفاضل جزئي . بل انهما معاد تا 
تفاضل عادية لانه في المعادلة 8.12 . ز . ول يكونا متغيران لكنهما معلمان ثابتان 
بينما في المعادلة 3.10 يكون : . م معالم ثابتة وليس بمتغيرات . تظهرالمعالم في 
الشروط الابتدائية فقط 


فغلاً المعاد لة ,3.12 يكون 
ردم رومع ]1[ 1ع (ارعا)مرم 


)00.17 ,7 4م ,م دع ]ز 0ح 


بينما المعادلة ,23.10 يكون 
ع 1 ١‏ [ ح (ارو)مرج 
00 1 1ك 

ظهرت خلال اشتقاق المعاد لات السابقة الكثير من الاسئلة التي لم نحصل الاجابة 
عليها . اذا افترضنا وجود قيم حقيقية لدوال الكنافة ‏ 9,0 ١11و‏ فاننا 
نجد الاشتقاق بصورة اساسية لنظامي المعاد لات التفاضلية « ] 5 , .02.16 نستطيع أن 
نحقق صحة معاد لات 2 اذا - افترضنا بالاضافة الى معادلتي 2« . 4 مايلي : 
عند ما يكون ,:! ثابتاً فان العبور للغاية في المعاد له 1.9 سيكون منتظماً نسبة الى 7 . يمكن 
ان ننبت تحقيق صحة المعادلة 10.: باستخد ام المعاد لتين 3.2 , 1.3 بدون اي افتراض 


02.18( 


مكم 


آخر ( راجع ج42 .م ,[1:]1957ع:1 لهذا السبب تعتبر معاد لة(816) إساسية اكثر من 

معاد لة 3.13 في نظرية متسلسلات ماركوف . بينما تكون المعادلة 3.12 اسهل فهما من 

معاد لة 3,16 . ان استخد ام المعاد لة 3.19 اسهل من ناحية الحصول على نتائج د قيقة 
لان اشتقاقها يحتاج الى افتراضات اقل من المعادلة 3.12 


توجلا عدة اسئلة تخص دالتي الكثافة ()روه ٠‏ (0:؟ 


( هل لدوال الكثافة التي تحقق معاد لتي 3.2 , 3.3 قيم حقيقية لجميع مساسلات 

ماركوف (زز) ماهى الشروط التي يجب ان تحققها المعاد لتان غير السالبتين 9:00 » 
).رو لاجل ان تكون د وال كثافة لمتسلسلة ماركوف ؟ لهذا السؤال علاقة خاصة 

حيث يمكن ان تضف متساسلة ماركوف بواسطة دوال كنافتها . على ضوء الحقيقة التالية 
لاية حالة 3 وزمن م 1 

00.19 0 ع (م حل غراا روم 0 ( حل فرة) روم - 1 


فاننا نحتاج ان تحقق دوال الكنافة » لاي حالة 7 وزمن م مايلي 1 
(3.20) 20 2 ع ()و9 


اذا اعطيت مجموعة من الدوال المستمرة غير السالبة ‏ 9,07 6 9:0 
التي تحقق معاد لة 0 فانه يمكن ان نبت وجود مجموعة من الدوال غير الساللبة 

(,5)ء.:22 تحقق المعاد لات التفاضلية لكولموكروف ,3.106 معادلاات 
جابمان - كولموكروف ؛ ومعاد لتى 8.2 .2 3.3 لاتمثل الدواك  )50٠١‏ متم 
بالضرورة توزيعات احتمالية لانه قد يحدث ان يكون 


(8.21) > (ر8) م 2 


نستطيع ان نثبت وجود المعاد لة 3.21 ان وجد احتمال موجب لحد وث عد دلانهائي 
من الانتقالات في الفترة الزمنية من . الى , . يطلق على عملية ماركوف التي تحقق 
المعاد له 3.21 بانها )ج0ج2520ل ‏ أو أممةوهامطاهم 
في هذا التوضيح الموجز للنظرية العامة لمتسلسلات ماركوف : كان هد فنا توضيح 


بعض من الاسئلة التي تكون اسس نظرية متسلسلات ماركوف 1 في النهاية يجب ان ند رس 
متسلشلات ماركوف التي تظهر عند ما نفترض اشكال مختلفة مبسطة لد وال الكثافة . 


متسلسلات ماركوف المتجانسة : 


اذا كانت دالتا الكثافة ()رو , (). ري متجانستين فانه من السهولة التأكد 
من ان حلول (/,52:.:)5 العادلتي تفاضل كولموكروف المرقمتين 3.12 » 8.16 
عبارة عن د وال للفرق الزمني بين 0ع 


ونتيجة لذ لك ستكون متسلسلة ماركوف متجانسة . للحصول على الاحتماللات 
الانتقالية 
(8.22) [و حيكة | ناحيب ]1 ح ()رز2 


نجد حلول معاد لة تفاضل كولمركروث المرقمة 8.12 : 


8 
(3.23 ():,22 2 + )رمعو ع () 0 


1-1 متسلسلات ماركوف ذات المرحلتين 
وعمليات الولادة : 
في هذا البند نبين كيف يمكن ايجاد الحل لمعاد لات كولوكروف التفاضلية للحصول 
على دالة الاحتمال الانتقالية لمتساسلة ماركوف ذات المرحلتين وعماية الولادة . 
متسلسلات ماركوف ذات المرحلتين : 
افرض ان (0 <12:00,4 عبارة عن متسلسلة ماركوف يجانسة بحيث لكل 
) تكون قيم ()ز تساوي صفر اوواحد . 


( في البند 14 بينا كيفية ظهور هذه العمليات بصورة طبيعية عند دراسة انظمة 
الاداء وضوضاء شبه الموصل ) . افرض انكنافات العبورمن الصفروالوا حد تكو نكما يلي : 


)04.1 سح و ,١-0و‏ 
ومن ذ للك يتبين ان كنافات الانتقال كما بلي : 
)04.2 0-7 باح 2 


لض 


معاد لات ماركوف التفاضلية 3.23 تصبح كما يلي : 
)نوم ع حل 007 روج سح (0) .يي 
)43 )هدم جل )روم سرح > () روم وي 
)هدم 3ل (0) :ررم عرس ب (4) نشد يي 


:)نيم سرح )ميم جح > )مط بو 


بمازان ‏ )موس -1 > ()رروم اذن تكتب المعاد لة الاولى كما يلي : 
)4.4 .مه > 4 > 0 ,ير لك (0)4,وم (س +0 سدح 0 
ان الصيغة 44 عبسسارة عن معادلة تفاضلية عادية (حيث 
[س > )0 رس + ١ح«‏ ,)وروم - ()و] كما يلي : 
(4.5) وم > | ع ه ,©)ط + ()و«- > () 'و 
ولتي نحصل على حلولها باستخدام النظرية الاتية : 
نظرية : .44 
الحل العام للمعاد لة التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات الد رجة الاولى 


اذاكانت م عبارةعن حل لمعادل ةالتفاضلية 


(4.6) > كه و ()ط- )وس + )م حيث « عدد حقيقى 
و )2 دالة مستمرة فان : ْ 
47 5 > 1 عن كنس (و) واس وق (و) لاسن / 01 -)9 

البرهان : 

(4.8) )و ”6 ع () 6 

فان 00 سحمم- )© محم د ()*و 0 2 ()0 حم ك )و 

وعلى ذ لك فان 0) © محم ع )و « + ( '9 . من حقيقة صحة المعاد لة 4.6 
فان )60 تحقق ١‏ 


ابض 


)4.9 2ح )ان امسق 

للمعادلة التفاضلية 4.9 الحل الاتي : 

40 9 10 )4.10( 

نحصل من المعادلة 48 و 4.10 على المعادلة .4.7 . 

نحصل من المعاد لات 4.4 ,4.7 وشرط المحدودية 1-(20)0 على 


(4.11) 1 مجه رمن مس صجمس / 1 بر ع (20.00 


باستخدام المعادلة 4.11 نحصل على النتائج التالية : 
افرض ان |0 < 80,1 عبارة عن متسلسلة ماركوف ذات الحالة 
(1 ,10 وكثافة عبوره موضحة بالمعاد لة 1 فانه لاي ,0 < 5,2 يكون 


_ جسم نا ف - مم > 00 0 
جم ا 2 (و دغ)]1]ظ ع (20,:01 
و حل ل -[1 ع (6) 8 | م >( ل )عاط ع (4)و,يه 
(4.12 
صجهحى ب 1) ع (50 |1 - ( + م اط > ()0,1م 
ب مجهي 5 شر 11 > ()2 |1 ع و + م اط ع )ده 
افرض ان [0 ع (0) ]طم ع وم فانه من المعادلة 4.12 نجد ان 
(4.15) «ضم, (ملم -مم) - سم - [() ال 
)20 + ى) ]8 - 1000 0 0 [( + ى) 2 ,(5) |00 


3 ا موسق 


6 زم ا 218 6 م - هل ل لكشط-ده لللكد 
.سم (سشم-مم) + سد 6ه عع 0 
. افرض ان ()86 عبارة عن نسبة ١دسر)‏ !لوقت خلال الفترة من صفرالى , التي 
تكون فيها قيمة العملية التصاد فية تساوي 1 وان ,م < ع . يمكن ان نعبرعن ()8 كما 
بلي : مه 6 عد" ل ع - )م 

نحصل من المعاد لة 83 عندما'نقترب + الى مه على مايلي : 
(04.14) | ال جب به [(0) ]171 0 + [() قرا 


شك جب رق ب [(0) 2 ,رت ]0017 7 1 7 ع [()) مامه 7 1 


:زم 00 


م/4" العمليات التصاد فية 4 


بالامكان اثبات في حالة كون 4 كبيرة ان ()8 تقريباً 

موزعة توزيعاً طبيعياً بمتوسط وتباين يحققان معادلة .4.14 . يمكن ملاحظة ان .. 
معاد له 4.14 عبارة عن حالة خاصة لنظرية 8 في الفصل الاول » حيث ]) موزعة 
توزيعاً اسياً بمعدل 1/8 ٠‏ 7 موزعة اسياً بمعدل م/1 . 


عمليات الولادة : 


يقال ان عملية الولا؛ 5 والوفيات عملية ولادة فقط عند ما تكون 0 > ,بر لجميع قيم 
( عدم حدوث وفيات ) » عندما تكون لدينا عملية ولادة فقط فان المعاد لات : 
التفاضلية لدوال الاحتمال الانتقالية )2,2 . ستكون كما يلي : 


8 
(4.15) ,1م < مس م25 )نمم ببد+ )ميم م( - > (04م»2 يق 


0١ )4.16(‏ ةك () و2 


باستخدام نظرية .44 نحصل على النتائج الاتية : 


نظرية 48 
دوال الاحتمال الانتقالية لعملية الولادة فقط ٠:‏ > 


حل المعادلة 4.16 هو 


2 عم -5 49 7 227 


بينما حل المعادلة 4.15 هو 
05 (5) مرو دوا ا “ل “قن ع )م2 
,1 ك7 < عر 
مئال 44 8 ْ 
عملية الولادة بمعدل ثابت تن كعملية بواسون بكثافة بر 
باستخد ام نظرية 11١‏ يمكننا ان سين وباستخدام الاستنتاج الرياضى ان دالة . 
الاحتمال الانتقالي لعملية الولادة فققط 0١‏ < ؛ ,107)0 بمعدل ولادة ثابت ,ر (اي 


(4.17) 00 3 اي 55 


فيما عدا ذلك و0 - 
اذى 


تعني معاد لة 4.17 بعبارة ثانية ان الزيادة (37)6 - (ه )77 الحاصلة في حجم 
المجتمع في فترة زمنية طولها : موزعة حسب توزيع بواسون بمعدل ,7 بغض النظرعن 
حجم المجتمع في بداية الفترة الزمنية . بالرموز لاي زمن1> : ولاي عد دين صحيحين 
:5 ,70 فان 
(418 2. ساد سنس ب [ورو > (ع) 37 | 8 - (و) 37 - (2) آقاط 
من المعادلة 4,18 نستنتيج ان ()27 موزعة حسب توزيع بواسون بمعدل +« . 


لكي نبرهن ان عملية الولادة 37٠‏ بمعدل ولادة ثابت هي عبارة عن عماية 
بواسون » نحتاج ان نبرهن ان[ (870 زيادات مستقلة 6غدعمءتمصة غدهلدعمهلصا 
لاي زمن ,ل > ٠0٠١‏ > وذ > 2 > م - 0 
[ افرض ان 0-(83700 ]ان 
> )7ل - )7 ٠.00‏ روا (37)0 - () 107 
000 )37 يوط ع (ن)77 - ()37] رط ع ()77]ط د 
لون (وم)77 > لسة) 2 , برط ح (ي)37 | ع (سية) 37 - (م) 107 
ر[ما - (سما) 237 - (,1) 207 ٠.٠‏ زيط ع (غ)37 - (ون) ]م [رط ع ()47] - 
والذ ي يبرهن ان 1 02 <1)0,4 2 زيادات مستقلة 
مثال 48 
عملية الولادة ذات معدل ولادة خطي : 
افترض وجود مجتمع يتكائرافراده ( بالانشطار اوباية طريقة اخرى ) الى افراد جدد 
بدون حدوث وفيات بين افراد ذلك الجتمع . افترض ان احتمال تكوين فرد جد يد من 
فرد قديم خلال فترة زمنية صغيرة طوها 8 يساوي 27 تقريبا . بصورة ادق » افرض 
اذاكانت ()37 عبارة عن حجم المجتمع عند الزمن ١‏ فا (0 < ؛ ,2)0. 
عبارة عن عملية ولادة بمعدل كما يلي : 
(4.19) 0,1 2 208 لل عدرح 
. باستخدام نظرية جز نستطيع ان نثبت باستخدام الاستنتاج الرياضي عند ما 1 < 80 < :7 
ان 


(4.20) دا اي 3 3 _- م( - (0)دمم2 
بعبارة ثانية » تعني المعاد له 4.20 ان الزيادة (م)/ ‏ (ى 374 الحاصلة في 


فس 


حجم المجتمع خلال فترة زمنية طوها ) تكون موزعة حسب توزيع ذات الحديين 
السالب بمعلمين 0م دع 7 جح مر حيث 21 قيمة )27 


7 2 7 
نه إميوم خمح] - امد مجر اممممسموع 
(4.22) بحم )م > [س ت () 37 | (370 - (و سدع) ازاز 
(4.23) 1 )“مسرت [مم ك (8) 37 | زو) 37 (و ل م) ]مول 


اذاكان الحجم الابتدائي للمجتمع. بحيث أن ,م > (37)0 فان التوقهمات 
الشرطية السابقة ( عندما 0 - ) تساوي على التوالي . 

ت (0) 27 ر(نه)رم ويه ,[(27)0 - (0) 37] 8 ,[(37)0 - () م]عمولا 
اذاعلمت ان ,”> (37)0 فان 
(4.24) ,“06 > م سل [(0) 37 - () اناق - [()) اناق 
(4.25() 1م وير > [(0) لة - () المامة7 > [() الامو 
يطلق على عملية الولادة ذات معدل الولادة الخطي في بعض الاحيان بعملية يول 
علدلا اوعملية فيري ‏ بوسر 

انها استخد مت بصورة اساسية من قبل يول في سنة (1924) في نظرية التطورالرياضية 
ومن قبل فيري سنة (1937) كنموذج لارسال الاشعة الكونية في تطبيقات ,يول كانت 
060 تمثل صفوف الجنس الحيواني او النباتي .يفترض عند تكون جنس من 
الاجناس ان هذ ا الجدس سيبقى وانه اذ كانت 0 تمثل عد دالاجناس الموجودة 


عند الزمن ,4 . 
فان 2107 عبارة عن احتمال تكوين جنس جديد . بالتغير الوراثي ٠‏ في الفترة 
من : الى للع , 
فان اهتمام يول يتجلى حول عدد الصفوف التي تمتلك # من الاجناس عند 
الزمن المعلوم ب« . 


افرض تكون صنوف جديدة عند الازمنة > 728 >1 والتى تحدث 
حسب عملية بواسون غير المتجانسة بقيمة وسطية للدالة كما يلى, ٠‏ 1 
006 “* و37 > )مم 


نفس 


حيث ,77 4ن كميتان ثابتتان د 22000 عبارة عن عد د الصفوف 


التي لها , جدس عند الزمن 7 .يمكن ان تكتب 2 200017 كعملية لبواسون 
مصفاة ووعءه»م 5114660 ( كما معرفة قُ الببد 4-5 ) بالشكل الاتي . 
(4.27) ل ولد 


حيث 1 > (,,77,20)7 يساوي م اوصفرعند وجود جنس عند الزمن «7 
للصئف المتكون عند الزمن 7 اوعد م وجود جنس عند الزمن ,+ للصنف المتكون عند 
الزمن 7 على التوالى نحصل من العادلة 4.20 على 


(ح 4 بردم > [(سرن) '” 1:]17 
)4.28 مإ )هدي 1 ا ت 


نحصل على العدد المتوقع للصنوف التي لها » جنس عند الزمن ”7 كما يلي : 
)سك 1( ]و 0 - [(1) ارط 
 )4.29(‏ .ج02 لتم ا ل السك /: - 


عندما تكون قيم ,7كبيرةجدا فان [(7]200)0 ستكون عبارة عن عامل 
كمية ثابتة لايعتمد على .7 ويساوي تقريبا 


(4.30) ا كر تيع 1) 1 ل 
اذت 
7 </» / 
(4.31) 1 1 1 5 [7]22001 


0 عد مه« ل رمه رح 
9 1م 


باستخد ام المعاد لة 4.31 نستطيع الحصول على اسلوب لتقدير النسبة ,ه/2 التي 
تعتبر مقياساً لسرعة ظهور اجناس جديدة عند المقارنة بظهور صنف جديد . وذلك 
باستقصاء الملاحظات ( المشاهدات ) في فترة زمنية معينة. احسب عدد الصنوف /1 
: عند زمن معلوم في عائلة معيئة ( مجموعة من الصنوف ) وعدد الصنوف :]2 التي لها 
جنس واحد فقط . اذا علمت بوجود هذه الاصناف لفترة زمنية طويلة وان 14 م 1ق 
كبيرتان فان النسبة71/,][تساوي تقريبا الجهة اليسرى من المعادلة 4.31 . نحصل على 
حل للمعاد لة 


وفيض 


1 له 
(0/2 +1 11 
كما يلي : 
1 -كة _ ١‏ 
(4.32) > 02-0 


طبق يول هذا الاسلوب على عائلة من الخنفساء تحتوي على 627 صنفاً » حيث 
منها لها جنس واحد فقط . نحصل على تقدير الى »/< يساوي 1.9. 
يراجع القارئ بحث ,بول للحصول على معلرمات حول هذه الاسئلة 


التمارين : 
1 اعتبر عملية الولادة (0 < :,()17) ذات معدل الولادة الثابت , التي لها 
حجم اعلى محدود ,جح (اي ان يم يساوي ,ر او صفر تبعا لكون )3 > , او 
<» ) عندما ,0 < و < ؛ اوجده الةكتلة الاحتمال المشروط ل 
,(5) 37 - () 27 اذا علمت ان م ع ()2 ١‏ 
2 عملية الوفاة 5 «الوم2 وجباط يطلق على عملية الولادة والوفاة عندما 
0< )2 س# مم آحيث 0,1٠‏ -» بعملية الوفاة 55مهمم طنأوعل وسيم 
ذات معدل الولادة الخطى . اوجد 
00 دالة الاحتمال الانتقالي و(6)م ورم 
(01 ,[ > (0) 3 | () 1007 (نن) [ ع (787)0 | ) سه 
0 
افرض في التمارين 4.3 الى 5 (1)1)0,4<0 عبارة عن 
عملية ولادة ذات معدل ولادة خطى كما فى المنال 478 
3 اثبت صحة اللمعادلة 4.20 . 
4 افرض ان (0): عبارةعن متغير عشوائي ٠‏ ذو توزيع هندسي بالمعلم م ( اي ان 
مر -2)1 > [م ع (0) ررم حيث ‏ :1,2,2 >» اوجد [5]3)0 2 [00امملاة 
5 افترض ان 1 - (2)0 اوجد () :[2)0 ,(8) ]و0 (أن) (اطا ريبرررييب 
تلميح : اثبت وا ستخدم | لحقيقة الاتية : 
)ا |( هاحسي جر مده جمااو ]ور - (بل) رهج يري © 


يض 


21-5 عمليات الولادة والوفيات غير المتجانسة : 
حاص اا 0 
هناك عد د من الاساليب المتاحة لاستخراج دوال الاحتمال الانتقالية لعملية الولادة 
والوفاة المتجانسة 
را - بصورة خاصة بحوث تنطةحه 160 سنة [1953] 


مناه >1 «معء 31006 2 سنة [1957] والبحوث الاخيرة لهؤلاء المؤلفين ) . وضح 
في هذا البند بصورة موجزة استخدام الدوال المولدة للاحتمال لايجاد الاحتمالات 
الانتقالية حيث انها تبد والطريقة الوحيدة لايجاد تللياك الاحتمالات في حالتي العمليات 
المتجانسةوغير المتجانسة . 
يعتبر هذا البند ايضا مقدمة لوضع معادلات التفاضل الجزئية للدوال2 المولدة 
للاحتمال ولد وال الخاصية . ( للحصول على شرح وافي لهذا الاسلوب وكيفية تطوره 
تأرب يخيا » سوط سنة [1949] , 219 .م , 6مهلامدظ [ة195] , اوبره 
سنة [1960] ) . 
يقال ان العملية ذات القيمة العددية (0 </,127)0 عبارة عن عملية ولادة 
ووفاة غير متجانسة اذا كانت عبارة عن متسلسلة ماركوف بدالة احتمال انتقالي كما يلي 


)25.1 72 ع (و) 37 |« ع () تقاط ع (ارة) مط 
محققة الافتراضات الاتية .وجود دوال غير سالبة 
٠٠ (5.2)‏ ,)وس رايم صم ٠٠١‏ ,4)ة ,)م3 


بحيث تتحقق صحة الغايات الاتية . لكل ؛ المنتمية بصورة منتظمة الى * : 


2200 (78+ 111 غغا 
1 / 


)5.3 ,0 < م مم1 1 
244-7 )1م م 
1 2 زا 000 ف 0 ع 


3 م ذش 0ك 1 غا 
7 


8-0 


,0 < م رم ()رم + ١)‏ د 


حيث نعرف لكل ,0 < : ما يلي : 
(5.4) ,0 > )مم 


وم 


يقال ان عملية الولادة والوفاة عباوة عن . 
() عمليات متجانسة اذا كانت لاتعتمد على ,م لجميع قيم 3<.)0 ,0 , )مر 
() عملية ولادة اذا كانت 
(5.5) 0 > زمر شن 
(1) عملية وفاة اذا كانت 
6 02)0-0 0 الجميع قيم 1 +«. 
بعبارة اخرى » تعني معاد له 3 انه في كل فترة زمنية صغيرة فان حجم المجتمع 
الممفل ب ()72 اما يزداد بمقدار وحدة واحدة اويقل بمقد ار وحد ةواحدة او يبقى 
كما هو .يعتمد الاحتمال المشروط لزيادة حجم المجتمع بمقدار وحدة واحدة (ولادة ) 
على كل من زمن مشاهدة العملية وحجم المجتمع ., نرمز لاحتمال الولادة المشروط بالرمز 
0< ( اوبدقة اكثر [(8-20 22700 ] .بنفس الطريقة نرمز 
لاحتمال الوفاة المشروط بالرمز ()سر لانه يعتمد ايضاً على « ,0 . 
نحصل من المعاد لات التفاضلية لكوللوكروف على معاد لات تفاضل لد الة الاحتم ال 
الانتقالية 8,/0)م,م لعملية الولادة والوفاة غير المنجانسة لاجل الحصول على 
حل للمعاد لات الناتجة فانه من المناسب ان نحصل على معادلة تفاضل جزيئة للد الة 
المولدة للاحتمال الانتقالي وكما يلي : 8 
)05.7 (1ر8) ير زع *2 2 حت (ارج) ورويلا 
معرفة لان حالة ,[ وزمن ,) > 5و و 1 | 


نظرية م5 
معاد لة النفاضل الجزئية للد الة المولدة للاحتمال الانتقالى لعملية الولادة 
لاية حالة ابتدائية ,ني زمن م > وو 1 > |2 | فان 


680 (لاسرة- 2 + فاسجز1 -م)) زرهدرمك رز - لعا ررك 


بشرط الحدودية 05010658 تإمملصدوط الاتى : 


)05.9 27ت (ره)ءررو ‏ اذاكانت ؟ - [3- (ه) نقامم 


1م 


فى حالة خاصة ومهمة ولبعض الدوالك 207 و )م عند ما 

(5.10) )س « ع (اامر )22 > )مد 

فان 

(ندة ‏ .7ته)س- هعاذا - )فعا رسي - (رها نارق 


البرهان : 


لاحظ اولا عندما تقترب 8 الى صفر فان 
10 - إن د وار ماسسس تياو 


0077م 1ح وير سد لر) روم حل (يط حل ارط) سيوم 25 ع (مط حل ا,1) سيوم 2] م 0 
١س‏ (1 سلسج) لل (م)يد 1 سدع مل 


إذن عندما ,7-0 فان ((20) تل - 10 اه 1 


درم 17 - زاك وال | #اسسماتيرو 1خ زع - 
.)عم (1- اي -+()1(2 000 )مرا كر - 
للحصول على معاد لة 5.1 لاحظ ان 


بم ل تح (أرعام رم ما 2 
)سه [0)س ع )اج سك لاجد رد امم )سرج رمج قح 
.1 ع-عج) !)مس - جه 000 - 


وهو المطلوب اثباته . 


الا 


نستخد م النظرية الاتية لكي نجد حلاً لمعاد لة التفاضل الجزئية ,5.11 


ا 

افترض ان الدالة المولدة للاحتمال تحقق معادلة التفاضل الجزئية الاتية : 
82 2 ظٍِ (2).زلاة (قرك) و ولاق ا 

(5.12) لوف زرح لاشامزلاة 


وفقا الى الشرط المحد ود معادلة .5.9 .افرض ان ,)١,١(‏ عبارة عن دالة بحيث 
يكون الحل ()2 لعادلة التفاضل 


(5.18 1 0 ع (ارع) 0 +2 
يحفق 
(5.14) (,2) ح كمية ثابتة 
عرف دالة (900 كما يلي : 
(5.15) ر(قره)ن - (2)و 
وافرض ان (3)0-م عبارة عن دالة مقلوب (9)0 
وكما بلي : : 
(5.16) 2ع الو اذاكانت .(9)2.-5 اذن 
(5.17) .3( (ره) ل 0 ح (اره)وررل 


برهان النظرية : 4 5 برهان النظرية 513 بقع خار ج نطاق هذا الكتاب . انها عبارة عن 
تطبيق لطريقة لاكرنج 958 0 لحل معاد لة التفاضل الجزئية من الدرجة الاولى . 
تجد برهان نظرية 58 في كتاب (1960) أعامز8 ص 096 
مثال_ 54 

عملية الولادة ذات معدل الولادة الخطى : 

بست سس _ٍٍ7ت_7_ب_ب_بب_ا__ي_؟©تتا 2ه 


لكي يتبين كيفية استخدام نظرية 3[ لحل معادلة التفاضل الجزئية 5.11 اعتبر 
عملية نموخطية غير متجانسة والتي عبارة عن عملية عملية ولادة بمعدل 7202)9- 3<,)0 
ان معادلة 5.11 ستكون كما بلي : 
(5.18) (1(<2 - ماع (لرتاء زلايع - (اره) ,للا 


ملام 


والتى عبارة عن معاد لد 2 عند ما 
9 1(<)8-©)2 ع (رهاه 
ان معاد لة التفاضل العادية , 


0 
(5.19) 26-1(200-0 و 
يمكن ان تكتب كما بلي 
5 
(5.20) 0-0 ()ج+ ع 
عند تكامل معاد لة 5.20 نحصل على كمية ثابية  -‏ /4 )2 ] + (27- 1)ه0! 


اذن اي حل ()ج للمعادلة 5.19 يحقق كمية ثابتق- (ا,2): عرف 
(40)2,4 كما بل 
622 ر)م لل اسع - 1)يهو! > (ارمانة 
حيث 
(5.22) “0 007 ] - 0م 


لاجل الحصول على حل الى ( :)92 المعرفة بالمعاد لة 5.10 نكتب 


(ه)م لك (لحع - 1)ع10 ع (وره)ن ح بد 


وهذا يعني ان 
١‏ 0 ام تت ادو كك 
اتنا هذا يعني أن [()م ع )مده 1-8 
(1()م ع مغ رجه - 1) جع ع )1 و 
اذن 


1 “((80)م 0 (0)م الج 0011 ]) ع 060 
,4 (4(1)م ع ()م) وه (لسع - ]1) لس [1) حم 
او 
(23. 


(0)م- هم ]سيو 


ح ((ارة) )”9 


١‏ ((0 00م ]دق )ع1 


الدالة المولدة للاحتمال الانتقالي 2,2).. ل تساوي القوة نر في المعادلة 5.28, 
ان الجهة اليمنى من المعادلة 5.23 عبارة عن الدالة المولدة للاحتمال للتوزيع 


(5.24) (()م-0 )ماسم دم 


الحضن 


وهكذا فان 


(5.25) اسم ممعم ]سم ب ألم ماماسي > (ثرة) رط 
والتى تكون اشمل من معاد لة .4.20 بشمولية اكثر 

(520) ل 00 
حيث 7 مبيئة بالمعادلة .5.24 

مثال 58 


عملية الولادة والوفاة عندما مم م- 0/< , )سم- هسم 


ان المعاد لة المولدة للاحتمال الانتقالي تحقق المعادلة .5.11 نجد اولا الحل العام 

معاد لة التفاضل العادية ,58 

(5.27) 0 > (()م - 2200 1م د 

وذلك باتباع الخطوات الموضحة في النظرية 58 . 
لاحظ 1003311 سنة (1948) ان هذه المعادلة اعلاه يمكن ان تحل باستخد ام طريقة 
استبدال المتغيرات 2 5 (1--2) عو 
حيث ستكون المعادلة كما يلي : 

075-00 ()سن + كك 


بحل عام ( قارن نظرية 48 ) 


كمة ثانة - 07 ا )مم 8 
عرف 0 )60 (م)ير 1[ ح زم 
أن اى حل ()2 للمعادلة 7 يحقق 
كمية ثابية - (#,#)نه 
00 1 [ امن 1 ل ع (ره)ه 


> الحصول على حل الى (0-)9-32 المعرفة بالمعادلة 5.16 اكتب 


رج 9م )د / - يط - (قره)لة ع انه 

والتي تعني ان 
229 م6 هد مجع د امع / ا 2 
اذن 

(5.28) 1 7 0 0 (امس # فم امن ك1 ح ((اره) ل 9 

ان الدالة المولدة للاحتمال الانتقالي ,2).. تساوي القوة ر في 
المعاد لة .3.28 ش 

4 -1 

(5.29) : 3 م رج / يق 1 1 


| +1 - (بع)هبل 


بصورة خاصة : 
نحصل على احتمال انقراض المجتمع عند الرمن ؛ من المعادلة .5.29 عندما 
نضع 0 دع .اذن نستنتج ان . 
اذ 07م 1 0م 
0 2 6 


5 - [1 ع (0) 2 | 0-0 76 
جل 7ت زج ]قاس 


ج20 تمن (م إل 
0 


: (5)م 1 0 
47 7 زج 1 
لان 
01م رن 00 07م - رجاس لل 
0 


وهكذ! نرى ان احتمال انقراض المجتمع نهائياً يساوي ,1 اي "ان : 
1 -[1 ع (0)# | 0ع )ترص سنا 


. 


إذا كانت 8 
مه عجقل ”و (م)م “ ]ل سنا 
0ك صبع 


لكل 


تمارين : 
1 عملية الولا'دة ووجود الهجرة ‏ «10هوةتامة لام 7055م الاماط ومباط 
افرض عملية ولادة (0 < ,)لق بد الة كثافة 
0 2 ,1 ,0 نر )لم + زم د )ود 
يمكن ان نعتبر (30 عبارة عن حجم المجتمع عند الزمن ؛ حيث ان افراد 
ذلك المجتمع يهاجرود حسب عملية بواسون بدالة كثافة تساوي ()< حيث 
ان هذا المجتمع بعطي اجيال جديدة حسب عملية الولادة بمعدل ولادة خطى . 
اثبت ان ١‏ 


انق احم )امسج ح زارة) الله 
26 


8 1-2 
حيثت 
رم -1 2و مت 0م )سي دم 


1 07 ' 1 -()م 


تلميح :يمكن استخدام اما نظرية عمليات بواسون المصفاة » 
اواستخدام حقيقة ان الدالة المولدة للاحتمال تحقق 
«(رة)ء رزلا 00« 17 سع) حل رع مول شع ()< (1 هه ح (ارهاء زلا بي 
2 عملية الولادة والوفاة ذات معد لات ولادة ووفاة خطية .اعتبر عملية الولادة 
والوفاة غير المتجانسة عند ما 
.)2م - ناس ,9ح د مح 
اثبت + : (0 ان الدالة المولدة للاحتمال لحجم المجتمع تحقق 


,)لق (,ة) بلنة 
وخ 1ج ١‏ ل 
() وات 
0م -1 8 (2)م 
110 لاقطة - ورور سل 
5 0 6 1,0 
م -1- 1 
حيث هطع ,2 ()< ؟ / - )م 
(نث وان 
. 0 1ه بشم بح ور0) 
عندما ٠ه‏ + اذاكانت ‏ «*ج 66م 2 1-06 ناويك 


1م 


38 الاحتمالات الانتقالية لعملة الولادة والوفاة بمعدلاات خطية .اثبت فى حالة 
عملية الولاد ة والوفاة فى المثال 58 عندما 721 ان 

5-1 +[#ر0)وبيم -0]1)مم - 1) 2((#,0)ووم -1) 000 ت (,0) مده 
حيث [1 ع (2)0 | 0 ح ]م ع (,0)0,دم 


تعطى بالمعادلة 5.80 . 


7 4 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهمحائ_مهمددهدات /داتمعل عمو خاءمه/ رعما 
ع _ ج55 قا © /5الهاع00/0.ع /اأحاع قلق // :5م احا 


يولس 


ني 
1-07 


للع طق :1ط 3553 ©/داتهاء0/وده.ع تلطع نه // :دملاو 


رقم الايداع في المكتبة الوطنية ببغداد 0/10 لسنة 1947 
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طبع بمطابع جامعة الموصل 
مديرية مطبعة الجامعة 


اح 1 5" ْ 8 2 نءماء 
اكمل الدكتور عد نان محسود حيدردرجة الدكتوراه في الاحصاء الرياضي والاحتدالات في الجامعة الامريكية بواشطن 
في عام 1810 . سبق ذلك أن اكمل دراسات عليا في جامعات ستانفورد في كاليفورنيا وجامعة ويسكاونسن بالاضافة 
يِ 0 3 ال 5 7-8 
الى دراسات في جامعتي ازكلاهزما وكاليفورنيا في بريكلي حيث نال خلال ذلك شهادات علمية عالية وقد نال الدكتوز 
عدنان محمود حيدر على عدة امتيازات وتقديرات علمية وعلى سبيل المثال لا الحصر حصوله على زمالة الجمعية العلسية 
العالمية في اديركا وحصوله على زمالة كولبنكيان في القطرالعراقي وغيرهها 


للدكتور عد نان محمود عدة ابحاث 


الدكتور عدنان محمود عضو فعال ذ 


بعضها منشورة في خارج القطر وبعضها منشورة في داخل القطر العراقى كبا أ 
في اكثر من جمعية علمية عالية 


ولقد قام المعرب بالقاء بعضا من ابحاثه على شكل محاضرات علمية على 


زملاثه من الاساتذة والباحثين في يعض 
الجامعات الاجنبية ومننها جامعة ويسكاونسن وجامعة ماربلاند الامريكيتين وكذ لك هامبورك وجامعة كارل داركس وجامعة 
درزدذ الالمانية اضافة الى محاضراته في الاكاديمية العلمية الالمان 


مهد تاتا في بومبي وذلك بناء على دعرتهما لذلك 


ي برلين وعلى اعضاء قسم الاحصاء الرياضى التابعين 


للدكتور عد نان محمود خبرات تدريسية على كافة المستويات فى مجال اختصاصه في جافعتي ويسكاونسن وماريلائد 
ويات في مجال امختصاصه في جامعة قسنطينة وجامعة باتنه في 


الامريكيتين ولعدة سنوات ثم تدريساته وعلى كافة المسد 
القطر الجزائري وكذ للك تدريساته لسنين عديدة في جامعني بغداد والمستنصرية 
أن الدكتور عد نان محمود حيدر وزميله عبد ذياب جزاع الحائ على شهادة الماجستيرى. جامعة لندن . اذ تقدم بدراسة 
زتعريب كتاب نظرية الاحتمالات الحديثة وكتاب العمليات التصاد احتواء المكتبة العربية عا 8 
كتاب في هذين الموضوعين معربا اومؤلفا ونظرا لما لهذين الوضوعين من أهمية فان الجهد الذي بذله امكريان دين ع 
خاصا لما لهذين الكتابين مى أهمية علدية رفيغة في مجال الاخ ختصاص ولا للمؤلقف الدكتور عمانوئيا بارزن 00 . 
عالمي معروف وبذ لك قد حقق المعربان أملا راودهما لزمن طويل بدفع هلين الكتايين ليأخذا محلهما فى 61د العربية 

منت وت سمي / 00 شي المكتبة العربية 
ليككونا في خدمة الطالب والاستاذ والباحث العربي وليكونا التجربة الوحيدة والناجحة في هذا الضمان 7 


فية بعد أن وجدا عدم 


9 3 
ساطرت الجامى” السّ ريم على طلدم ١‏ 2 


